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Chapitre 04 : Séries Entieres

On étudie dans ce chapitre une famille particuliere des séries de fonctions : celles de la forme

Yins0 AnX™ OU Y50 @y 2™ dites séries entiéres. On s’intéresse dans un premier temps aux propriétés de
la somme d’une série entiere (domaine de convergence, continuité,...), on verra ensuite comment
exprimer des fonctions usuelles comme somme des séries entieres.

I. Définition et domaine de convergence d’une série entiere :

1. Définition:
On appelle série entiére réelle (resp. complexe) toute série de fonctions Y50 a,x™ avec x réel (resp.
Yns0 an 2™ avec z complexe) et (a,), une suite numérique réelle ou complexe.

Exemples :

n x™ x™ . n
ZnZOZ :anOH:anlj'ZnZO(SIHn)Z .

On s’intéresse principalement aux séries entiéres complexes dont on déduira facilement les résultats
pour les séries entiéres réelles. La premiere question a se poser est celle du domaine de convergence :
pour quelles valeurs z, la série }.,,50 @,z converge ?

2. Domaine de convergence d’'une série entiere :
Lemme d’Abel :

= S'il existe zgtel que la série ;50 @,z converge, alors la série entiére Y50 @, 2™ est
absolument convergente pour tout z tel que|z| < |z,].

= Ets'il existe zytel que la série )50 a, zg diverge, alors la série entiére ), ,,50 a,z™ est divergente
pour tout z tel que|z| > |z].

Preuve : Soit le nombre complexe z, # 0 tel que la série },,50 @2y converge (toute série entiére
converge pour z=0), donc lim,,_, ;o @,z = 0(condition nécessaire pour la convergence d’une série),
ceci implique aussi que la suite (a,z{), est bornée, disons par M. Soit z tel que |z| < |z|

z

Zo

z|m z|"
Alors : |a,z™| = |a,z{| |Z—| <M —| or
0 0

n
;. , 4 VA
< 1, donc la série géométrique Y, |Z—| converge.
0

On en conclut que Y,5¢ a,z" converge absolument pour tout nombre complexe z tel que
|z| <zl -

Si on suppose que la série entiere Y.,,50 a, 2y diverge, et qu’il existe z; tel que|z;| > |z,| avec
Yns0 AnZ1 convergente, alors la premiére assertion du lemme d’Abel implique que la série
Yns0 AnZy converge absolument, ce qui est absurde.
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Théoréme : « Rayon de convergence d’une série entiére » Soit

Y ns0anZ™ une série entiére. Il

existe un unique réel R positif ou nul, ou éventuellement infini (R € RT U {+}), possédant les

propriétés suivantes :

& La série converge absolument pour tout z tel que |z| < R.

& Lasérie diverge grossiérement (i.e lim,_,, a,z™ # 0) pour tout z tel que |z| > R .

Le nombre réel R est dit rayon de convergence de la série entiere),,so a,z", et le disque ouvert

centré en 0 de rayon R, notéD(0,R) = {z € C tels que |z| < R}, est appelé disque ouvert de

convergence.

Divergence triviale

’{on\'er gdnce \

‘." absolue \
]
| |

\ /

A

Comportement d'une série entiére Y a,2" de rayon R.

Exemples :

Convergence

livergenee triviale absolue Divergence triviale
\ ! !

-R 0 R

Comportement d'une série entiére réelle Y apz™ de rayon R.

* Lasérie géométrique Y.,,50 2" converge absolument si|z| < 1, et diverge grossierement pour
|z| = 1, donc son rayon de convergence R=1 et son domaine de convergence D, = D(0,1).
* Lasérie entiére )51 (sinn)x™ converge absolument pour|x| < 1 car |sinn x™| < |x]|™, et

diverge pourx = 1, car lim,_,, sinn # 0, donc et d’apres le lemme d’Abel elle est divergente

pour toute valeur de x tel que|x| > 1, alors son rayon de convergence R=1.

- . z"
= lasérie entiére anog converge absolument pour toute valeur complexe z, en effet :

Zn+1 n!

lim —_—
N=4 (1)1 zn

Remarques :

v

YV V V VY

Proposition : Soit |a série entiére),, 0 a,z" .

. z
= 1lmn_,+oo |m| =0<1,vzeC.

Toute série entiére possede un rayon de convergence.

Dire que R=0 signifie que la série entiere converge uniquement pour z=0.

Si la série converge pour tout complexe z, on dit que le rayon de convergence est infini.
On ne peut rien conclure sur la nature de la série entiére lorsque|z| = R.

Le rayon de convergence est aussi défini par R = Sup {r € R* tel que Y,|a,|r" converge}.

& Silalimite lim,,_,, . +/|a,| = [ existe, alors le rayon de convergence de la série Y,,50 @, z™ est

& Sipournassezgrand, a, # 0 et lim,_,,

- 1
série Y ,s0 Anz™ est R=7
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Exemples :

An+1

= 1, donc le rayon

. - . z" 1 .
» Soit la série entiére). > —onaap =—, vn = 1etdonc lim,_
inb

, \ . i ;. e \
de convergence est égal 3 1. Pour|z| = 1i.e z = e'?, la série 2"217 converge d’aprés le
critere d’Abel sauf pour les valeurs 8 multiples de 2m. Ce qui signifie que le domaine de

convergence de cette série entiere est
D, =D(0,1) \ {z = €' tel que 6 = 2km, k € Z} = D(0,1) \ {z = 1}.

. ) . (-1)™\ 2"
= Considérons la série entiére),;»¢ (3 + T) x",

n _1\n\ 2N
limy, 400 v/ an] = limy,_ 4o ’|(3 + %) =9=>R= g . Le domaine de convergence de

4 . 11 .. . 1
cette série est]—g,g[, car la limite lim,,_, ; o |(3 + # 0 pour |x| = 5

Attention : La proposition précédente est basée sur I'existence des

An+1

ou lim,,_,, o +/|a,|, mais si ces limites n’existent pas cela ne signifie pas que le

limiteslim,,_, 4 o

rayon de convergence n’existera pas : car toute série entiere possede un rayon de convergence
R € Rt U {+x}. Le cas classique oU la proposition ne s’applique pas est celui des séries lacunaires,

2n

\ . o T s . z . .
c'est-a-dire ayant une infinité de termes nuls. Par exemple la série);,,~o——, dont tous les coefficients
n=0 n

impairs a,,41 sont nuls. Dans ce cas ; ou bien on applique le critére de D’Alembert d’origine ; ou bien on
effectue un changement de variable, ici u = z?, afin de se ramener a une série non lacunaire.

Exemples :

» Soit la série entiére Y,,50 3"x2", on donne la représentation canonique ¥.,,50 @, z™ avec

— n
{aZn =3
Azne1 =0

. . . 1

Posonsu,, = 3"x%", on a lim,_,, . +/|u,| = 3x2. Donc la série converge absolument si |x| < N et

. . . 1 A 1
diverge grossiérementsi |[x| > —=, doU R = —=
3 V3

- 2 . , . )
" lasérie Yps02Z" = Xns0anz" avec a, = 1 sinestun carré parfait,a, = 0sinon.Ona
vn = 0,|a,z" < |z"| car|a,| <1 .ce quiimplique que la série converge absolument si

|z| < 1 et diverge grossiérementsi |z| > 1 et donc R=1.

3. Opérations sur les séries entieres :
Théoréme : Soient Y ,50 @nz™ et Yus0 bnz™ deux séries entieres de rayons de convergences R, et R,
respectivement.

& La série somme Y,50(a, + by,)z™ est une série entiére de rayon de convergence
R, > min{R,, R,}.

& La série produit (X0 @nz2™) Cnso bnz™) = YnsoXk=o Akbn_i) z™ est une série entiére de
rayon de convergence R, = min{R,, R, }.
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o %
.

- ~ ) .‘ e )
_ R.> min(Ry, Ry) N
ﬂ = Ry ) R 2 min( Ry, Ry) y }:‘ / Re ='min( Ra, Rs)

Rayon de convergence de la série somme.

Preuve : Si |z| < min{R,, R}, }, alors les deux séries sont absolument convergentes, donc
Ynso(an + by)z™ I'est aussi. On en déduit que R, = min{R,, Rp,}. Si maintenant les rayons différent,
par exemple R, < Ry, : supposons que R. > R, , alors il existe z tel que

R, < |Z| < Ry et Y.(a, + by) z™ convergente. Mais puisque Y.,>¢ b, 2™ est elle-méme convergente,
on aurait aussi (¢, — by)z™ = Y a,z™ convergente : absurde. Donc R, = min{R,, R} }.

4. Convergence normale d’'une série entiere :

Théoréme : Soit R > 0; pour tout0 < r < R, la série entiére }.,,50 @,Z" converge normalement sur

tout disque fermé centré en 0 et de rayonr: D(0,7) € D(0, R).

Preuve : Soit z € D(0,7). Donc |z| < 7 < R et ceci implique I'existence d’un complexe z, vérifiant

r < |zy| <R tel que la série Y 5o anzy converge ( |zy| < Ri.e z € domaine de convergence).
z|" . .

Onala,z"| = |a,z{| |Z| , comme Y. ,50 A, Z¢ converge alors lim,,_, . o, a,z§ = 0, ce qui signifie que la

suite (a,z{}), est bornée par un certain réel M. D’ou :

n

a,z'| <M
lanz™| < M |-

r \" r r \"
<M (—) avec — < 1,donc Z (—) converge
|z | Zo| e | Zo

L’inégalité précédente signifie que la série entiére Y5 a,,z™ converge normalement surD (0, 7).

Remarque : Dire que la série entiére ),,,>o @, 2™ converge normalement sur tout disque fermé
D(0,7)pour tout r < R ne veut pas dire qu’elle converge normalement sur le disque ouvert de
convergenceD (0, R).

D’ou : une série entiere converge normalement, donc uniformément sur tout disque fermé centré en 0

inclue dans le disque ouvert de convergence.
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II. Continuité, intégration et dérivation d’'une série entiere :

On considére, dans la suite, la série entiére réelled,-q a,x™.

1. Continuité :
Théoréme :

& Lasomme d’une série entiere, f(x) = Y%, a,x™, de rayon de convergence R est une fonction
continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R].

& Silasérie Y,,50 a,x™ converge pour x = R (resp.x = —R) alors la somme S(x) = Y+, a,x™
est continue a gauche de x = R (resp.a droite de x = —R).

Preuve : Ceci découle du résultat sur les séries de fonctions normalement convergentes.

Soit 0 < r < R : les fonctions x +— a, x™ sont continues sur [— T, r] et la série de fonctions
Yns0 A X" converge normalement vers S sur cet I'intervalle, donc S est continue sur [— T, r] . Ceci est vrai

pourtout0 <r <R

Soit maintenant|x| < R, prenons T € ]|x|, R[: S est continue sur[— T, r], donc en x. Ainsi, S est continue
sur]—R,R[.

2. Primitive d’'une série entiére :
Théoréme : Toute série entiére).,,»o a,x™, de rayon de convergence R, posséde une primitive sur

|- R, R[ donnée par F(x) = c + Z,‘;S()ﬁxn“ qui est série entiére de méme rayon de convergence R.

Exemple : La série entiére ¥,,5o(—x%)" a pour sommeY.; &0 (— xz)” = Vx € ]—1,1[. Donc

dt = THS(-D"E = S (-

2n+1

1+x2’

+1
i = arctg(x),Vx € |—1,1[. La série

vx € ]-11[ [

0 1+t2

+1
T converge pour x= 1, donc et d’aprés

1
Zn>0( ) T estune série alternée convergente, i.e. Y15, (— 1)"

2n+1
, \ . ey s . X .
le théoréme de continuité, la fonction ano 1" = arctg(x) est continue sur

2n+1
]-1,1] et Z;*lwo(z—) =arctg(1) =~

3. Dérivée d'une série entiere :
Théoréme : Toute série entiere).,,»o a,x", de rayon de convergence R, est dérivable sur ]—R, R[ sa

n-1 _

dérivée f'(x) = X2 nayx F2 (M + 1)a,,1x™ qui est série entiére de méme rayon de

convergence R.

Exemple : Y+ &) x™ %x,VxE] L= 3 nx™t = vx € ]-1,1]

T (- )2'
dnéralisation : En partant de f(x) = )%, a,x™ de rayon de convergence R, on a

Généralisation : E tant d rea,x™d d R

f'(x) = ¥+ na,x™ ! de méme rayon de convergence R,

f"(x) = ¥t2,n(n — 1)a,x™ 2 de méme rayon de convergence R,

@) = Yreonn—1)(n — 2)a,x™ 3 de méme rayon de convergence R,..

Analyse 03/A-U : 2014-2015/F.Sehouli Page 5



Ces formules donnent respectivement £(0) = aq, f'(0) = ay, f''(0) = 2a,, f 3 (0) = 3!as, ...

Théoréme : La somme d’une série entiére f(x) = Y;%, a,x™, de rayon de convergence R, est une
fonction de classe C® sur 'intervalle ouvert de convergence ]— R, R[; sa dérivée d’ordre p est une série
entiere, de méme rayon de convergence, s’obtient en dérivant les termes de la série p fois, et on a

n)
f@(0) = play et f(x) = THe T 2an

Remarque : Les conditions précédentes ne sont pas suffisantes pour dire qu’une fonction est
1

développable en série entiére, en effet : la fonction f(x) = {9_"_2 six#0
Osix=0

Est de classeC* (R*), et par récurrence on montre qu’elle est indéfiniment dérivable en 0 et

quef™(0) = 0,vn > 1.D'ou}}%, RO (0) = 0 pour tout x, mais f # 0 surR. Ainsi cette

fonction n’est pas développable en série ent|ere autour de 0.

III. Fonctions développables en séries entieres :

Définition : Une fonctionf, définie sur un intervalle contenant 0, est dite développable en série entiére

autour de 0 ¢'il existe un intervalle |-, 7[,7 > 0 et une série entiére Y,,,50 a,x™ définie sur |-, 7| telle
quef(x) = X+% a,x™ pour tout x € |-, 7.

- : . A +oo MO n
Proposition : Si f est développable en série entiére autour de 0, alorsf(x) = n=0 "y X
Ce développement est dit de Taylor.

Théoréeme : « condition suffisante » : Soit f une fonction C® (]—r, r[) vérifiant la condition
suivante :

aM > 0,vn > 1L,vx € |-rr[; [fPx)| <M

Alors, pour tout x € |—r, [, la fonction f est somme de la série entiére

<22 £
foo =Y LoD

n:

n=0
Qui est de rayon de convergence supérieur ou égale ar.

S'il existe, un développement en série entiere autour de0, est unigue.

Proposition : Soient f et g deux fonctions développables en séries entiére autour de O ;

fx) =Yt ax™ et g(x) = Y45 bpx™ . Alors :

(f + g) est développable en série entiere autour de 0, et (f + g)(x) = X S (a, + by)x™.
(fg) est développable en série entiere autour de 0, et (fg)(x) = &% anx™) (EF S, bpx™).

n-1

f' est développable en série entiére autour de 0, et f'(x) = Y1 na,x

F, la primitive de f, est développable en série entiére autour de 0,

Analyse 03/A-U : 2014-2015/F.Sehouli Page 6



a xn+1
etF(x) =F(0) + X% ——

n+1
= Sila fonction est paire, alorsa,, .1 = 0,¥n = 0.

= Sila fonction est impaire, alorsa,, = 0,¥Vn = 0.
Exemples fondamentaux :

1) f(x) =e*est C*(R), et ¥n > 1,(e*)™ = e* est majoré sur tout intervalle |—r,7[
+00
n

X
=) k=

n=0
eXte™™

2) f(x) =cosx = ,est C*(R), dont toutes les dérivées sont majorées par 1.

150 (@™ + (—)™)xm
cosx = —Z—,R = +o0
2 n!
n=0

2(=1)Psin=2p

(in+(_i)n)={ Osin=2p+1

. xZTl
D’ol cosx = Y 5 (—1)" R =+

(2n)!’
ix_ ,—ix
3) f(x) =sinx = £ 2? ,est C*(R), dont toutes les dérivées sont majorées par 1.
+00
. 1 @ = (=D)Mx"
sinx = —Z—,R = 400
2 n!
n=0
Osin=2p
ino_ (M) —
@ = (=0 {Zi(—l)psin =2p+1
TR . _ +o00 n X _
D'ou sinx = Y} 2,(—1) (2n+1)!,R =+

1 " . .
4) YrE "= r— Vx € ]—1,1], en intégrant terme a terme sur le domaine de convergence, on

+o0 xTL+1
n=0 41

obtient: —In(1 —x) =) ,Vx € 1-1,1]
5) Yr(=x)" = ﬁ, Vx € ]—1,1[, en intégrant terme a terme sur le domaine de convergence, on

+1
obtient: In(1 + x) = ;tfo(—l)”%,Vx €|-1,1]

Exercice : Développer en série entiere autour de O :

1 14 z\°
FO) = T 9@ = (1)

5. Application aux équations différentielles ordinaires :
On peut parfois exprimer, au moyen de leur développement en série entiére, des solutions d’une
équation différentielle. Expliquons cela en traitant un exemple :

Exemple : Soit I'équation différentielle: 4xy" + 2y' —y = 0,avec y(0) = 1.

Cherchons les solutions sous forme de série entiére y(x) = Y+ %, a,x™ donc

+coo +00
Y0 = ) nagx™™ = Y 0+ Dagx”
n=1 n=0
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Ety"(x) = i n(n — Dapx™? = xy" ()= L35 n(n — Dagx™ =338 n(n + Dag,x"
Notre équation différentielle devient :

4Ta5in(+ Dageax™ + 25350 + Dagy 1 x" — XpZp anx™ =0

Donc Y& 4n(n + Va1 +2(m+ Dayy —ayJx™ =0

Ce qui implique Vn = 0,4n(n + ay1+2(n+ Dayyq —a, =0

an
= - ,Vn >0
M= Ty D2+ )

an—1

-1 yp>1
= T onen—n "
Qo
[ w=3
a; Qo
2="33- OV
Qo
— (—1\1

Oray = y(0) = 1 donc y(x) = Zﬁfo%x”,R =0
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Complément de cours

Fonctions usuelles complexes :

1. Exponentielle complexe :
Définition : On appelle exponentielle complexe, noté exp: z — e?, la somme de la série
. AL P
entiére Z:{fom qui est de rayon de convergence infini.
+oo Zn
Vz € C, exp(z) = e* = —

n!
n=0

Proposition :

o Vz,z, € C; e?1%%2 = gZ1e%2

o Vze(C;, e?#0et eizze_z

o VzEC e = eZet|e?| = eRe@

e Vz€ECG; |e?|=1 ©z€IiR

2. Logarithme complexe :
Proposition : il existe une unique fonction continue ¢, définie sur le plan complexe privé
du demi axe réel négatif telle que @(1) = 0 et pour tout z € C\ R_ona e?® =z
Cette fonction est appelée détermination principale du logarithme notée : z — Ln(z)
et coincide avec la fonction In sur R
Pour tout complexe:z = x + iy = |z| e'? tel que § = arg (z), on a
Ln(z) = In|z| + i(arg(z) + 2kn); k € Z

e (_1)nzn+1
VZzeG |zl <lonaln(l+2z2) = ~ 27

n+1
n=0
3. Fonctions trigonométriques et trigonométrique hyperbolique :
eiz+e—iz +oo (_1)n22n
° 7z = = o —
cos 2 n=0 " (an)
. eiz_e—iz —1)nz2n+1
e sinz= = ZSOL
2 (2n+1)!
e coshz= 2 =yt z
n= 0(21’1)'
h +oo z2MF1
e sinhz = = Q=
S Lnzo (2n+1)!

e VzE€G; cos?(z)+sin?(z)=1
Attention :

Il faut prendre garde du fait que les inégalités bien pratiques|cos z| < 1 et |sinz| < 1 ne sont
vérifiées que si z est réel.
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Liste des sommes des séries entiéres usuelles

Formule Rayon de Ensemble de
convergence validité de la
formule
+o XM o8} R
X — i
e* = n'
oo R
Chx = z
*T L)
x2n+1 oo R
Z 2n+ 1)!
(—1)™x 2n [e's) R
coOsx = Z —(Zn)!
n=0
to (_1)nx2n+1 0 R
Smx = Z (2n + 1)!
to "= 1 1-1,1[
ala—1D)(a—2)..(a—n+1) -1,
(1+x)“=1+z my x" (oo si @ € N) (Rsia €N)
1 i‘j i 1 1,10
1—x x
n=0
Rk 1 ]_111[
— —1)x"
1+x Z( )X
1 [-1,1]
—In(1—-x) = Z —
(— 1)n+1 n 1 1-1,1]
In(1+x) = Z _—
(_1)nx2n+1 1 [_1’1]
A = _—
retg x 2n+ 1
n=
9 x__n( (2n+1)
ik (Zn)' X2n+1 1 [-1,1]
Arcsinx =
resmx L 22 (2n + 1)
Arashx — t» (—1)"(2n)! x2"+1 1 [-1,1]
rgshx = L @220+ 1)
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