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chapitre 01: INntégrales géneralisées

Objectifs : En premiére année, on a étudié I'intégrale d’une fonction définie et continue sur un intervalle
fermé borné deRR. Dans ce chapitre, on va étudier le cas d’une fonction continue sur un intervalle (a, b)
(—oo < a < b < 40 ) sans étre continue sur [a, b]. Ainsi on rencontrera du calcul d’intégrale :

v" De fonctions sur un intervalle non borné.

v" De fonctions non bornées sur un voisinage de a ou de b

v" Un mélange des deux

+00 sint

Exemple : intégrales de type:f0

1 T
—— dt, [ Int dt, [?tant dt.

I. Définitions:
Définition 1 : Une fonction f:I € R — R est dite localement intégrable sur |, si elle est intégrable sur

tout intervalle compact de I.
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Contre exemple : La fonction f définie par :

Flx) = { 0 s.i X est.rati(.)nnel
1 si x est irrationnel
est un exemple d’une fonction n’étant pas localement intégrable.
Définition2 : On dit que c est un point singulier pour la fonction f si elle n’est pas bornée en ce point
i.e. lim, . f(x) =00
1. Intégrales impropres de 1ére espece : On dit que f;f(t)dt est une intégrale impropre (ou
ere

généralisée) de 17 espéce si au moins I'une des bornes de l'intervalle (a, b) est infinie.

Si f est localement intégrable sur (a, b) alors :

+Oof(t)alt= lim xf(t)dt, bf(t)dtz lim bf(t)dt.
[ rod= m [roa [ rou= m |

Si les limites ci-dessus existent et sont finies, on dit que les intégrales impropres qu’elles définissent
convergent, si non on dit qu’elles divergent.

ExempleO01 : Soit p> 0,1 = f_ooo ePt dt est une intégrale impropre du 1¥espéce.

. 0 . ebt . 1-eP¥ 1
I = lim,_,_ fx ePt dt = lim,_,_o [7] =lim,_ = Donc | converge.

0
X

1
1+t2

1
1+t2

Exemple 02 : Soit | = f0+°° dt = lim,_ o fox dt = lir+n arctg(x) = g.J converge.
X—+o00
Exemple 03 : K = f;m costdt = limy_, e f; cost dt = lim,._,, . Sinx n’existe pas, alors K diverge.

Exemple 04 : Soita > 0,1 = f:ootiadt est une intégrale de 1°™ espéce.

lim Inx —Ilna = +o0 sia=1
x>+
I=lim ["—dt = j-ax (+ sia<l1
x—>+o00“a t%* lim [ ] = 1-a
— a .
x—too L1—aly sita>1
a—-1
Alors
+oo 1 converge si a > 1 _ . . ere s
I = f — . . , cette intégrale est dite de Riemann de 17 espeéce.
a t« divergesia <1

2. Integrales impropres de second espece : Soit la fonction f localement intégrable sur (a, b).
L'intégrale f:f(x)dx est dite généralisée de 2" espéce si f possede au moins un point singulier dans
I'intervalle (a, b). Si a est un point singulier, par définition

b . b
fa f@®)dt = lim,_,  + fx f(t)dt.
Si b est un point singulier
b . x
fa f®)dt = lim,_,,- fa f(t)dt.
Si le point singulier ¢ € (a, b)alors
b . x . b
J, f@®)dt =lim, - [ f(O)dt + lim, .+ [ f()dt.
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Si les limites ci-dessus existent et sont finies, on dit que les intégrales impropres qu’elles définissent
convergent, si non on dit qu’elles divergent.

Exemple 01 : Soit [ = fg a 9 est un point singulier pour la fonction

2 Vot
f) = \/9#_ car limyq- f(t) = + o0. Donc | est une intégrale généralisée de 2" espece.
. X
I= lim fZ \/T th [-2V9 ] =2V7 ,d'ouI converge.

Exemple 02 : Soit I = fo " dt est une intégrale de 2" espece car t=0 est un point singulier pour la
fonction f(t) = 1. Donc [ = lim,_,+ fxl% = lim (—Inx) = 4+ d’ou | diverge.
T sint smt

Exemple 03 : Soit I = f — dt.Ona hmt_>0 = 1 # 0o, donc 0 n’est pas un point singulier et

. sint L
I'intégrale n’est pas une mtegrale généralisée. (La fonction % est prolongeable par continuité en O et |

converge).
Exemple 04 : Soit a >0, et [; = f: (:2)“ est une intégrale impropre de 2" espéce car a est un point
singulier.
lim In(b—a) —In(x —a) =+ sia=1
dt x—a .
I; = lim _— = _ N —at+l _ o\—a+l +oo sia >1
1 x_)a+j (t — a)a llm (b a) _ (x a) — (b _ a)—a+1
Lx—>a+ 11—« 1—«a —sia<1
1—a
Ainsi

b dat (convergesia<1l = . .
| = fa { g dite intégrale de Riemann de second espéce

(t-a)* ( divergesia =>1"'
Idem pour I, = f:(b‘—i_i)“'
Remarques :

e S’il existe au moins un point singulier ¢ € (a, b) et I'une des bornes (ou les deux) est infinie, alors
b . . . . . e
fa f(t)dt est une intégrale impropre dite mixte. Dans ce cas I'intégrale s’écrit comme somme

ere

d’intégrales généralisées de 1~ espéce et d’intégrales généralisées de 2 espece, elle converge si

toutes ces intégrales convergent et diverge si 'une au moins diverge.
. . + . . .
e |l estinexacte d’écrire quef_ozo ft)dt = lim,_ ;o ffxf(t)dt, il suffit de prendre ; comme contre

exemple ; fj;o sint dt qui diverge bien que lim,_, , ffx sint dt = 0. Pour étudier la nature d’une

intégrale impropre, il faut que chaque intégrale ne contienne qu’une singularité ou une borne
infinie :
+ o0 . 0 . x
J_ f®dt =lim,,_q fx f®)dt +lim,_ ;o fo f(t)dt.
e Sif est avaleurs complexes, I'intégrale généralisée fl f(t)dt converge si et seulement si
J, Re(f(t))dtet [ Im(f(t))dt convergent.
o Sif f(t)dtet [ g(t)dtsontdes intégralesimpropres, alors
J, f®dtet [ g(t)dtconvergent = Va,B €R, [ (af(t)+pg(t)) dtconverge.
o Sif, f(t)dtconvergeet [ g(t)dtdiverge = Va ER,Vf € R",

f, (a f(t) + Bg (D)) dt diverge.
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o Si fl f(t)dt et fl g(t)dt divergent, alors on ne peut rien conclure sur la nature de I'intégrale
J, (af@®)+Bg®) dt.
Exemple :

. Soient1=f1+ L ot) = f - etJsont divergentes. Mais :

I1+] = xl_i)rlloo Inx(x + 1) = +oo,donc I + ] diverge

=] = lim In—
J = lim fn—m—

I + In2 = In2,donc I — ] converge
X—>400

= Les intégrales de Riemann divergent toujours sur [0, +oo].

= Soit] = f dt = lim,_ ;o fz (1+t + l_t) dt = lim,_, o [ln |1+t” = —I[n3. Mais

+oco 2
1-t2

x 1 , . .
fz m dt et [, — dtdivergent (intégrales de Riemann).

3. Calcul des intégrales généralisées :

a) Utilisation d’'un changement de variable :
Théoréme : Soit ¢ une bijection de classe C' de I'intervalle (a, B) sur 'intervalle (a, b), alors :

fbf(u)du et fﬁf(q’)(t))d)’(t)dt sont de méme nature, si elles convergent elles sont égales.

a =e¥ du . ., . ,
Exemplel : f+°° L= t=e ) = f;l;ojumtegrale de Riemann divergente.

tint dt = e%* du
L
Lt adt G _ 1 o du 1 m 1
ExempIeZ.fo t2+2t+3_(du:idt)_\/—f1 Tz \/E(z arctgﬁ)
V2

b) Intégration par parties:

Proposition : Soient f et g deux fonctions de classe C* sur 'intervalle [a, b[ telles que la fonction

f g admet une limite finie en b. Alors : fff’(t)g(t)dt et fff(t)g’(t)dt sont de méme nature. Si elles

convergent, on a:

b

b
[ rrg@ar =1 re9 - r@gt@ - | fog @

a

Exemplel : [ = f0+°° te tdt =lim,,,[—xe ¥ —e*+1]=1

Exemple2:] = fol Int dt = lim,_,, fxl Int dt = lim, o [—xlnx — 1 +x] = —1

II. Criteres de convergence pour les fonctions positives :

Dans ce paragraphe, nous allons affirmer que certains intégrales généralisées convergent, tout en

étant, en général, incapable de les calculer explicitement. En fait, tout les résultats définis ci-dessus

sont les mémes si la fonction est négative sur I'intervalle d’intégration (il suffit de remplacer f par

=N).
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Théoréme 1 : (probléme d’extrémité supérieure b) Soit f une fonction continue positive ou nulle sur
. s TR . . .
I'intervalle [a, b [. L'intégrale généralisée fa f(t)dt est convergente si et seulement si la fonction
X €la,b[— F(x) = f;f(t)dt est majorée surla, b [.
. 1 . 51 . . N .
Exemple : Soit | = fo sin? " dt est une intégrale de 2" espece (0 est le point singulier).
_ 1 .- l 1 _ _
F(x) = fx sin® - dt < fx dt =1—x <1, doncl converge.

Théoréme 2 : « Critére de comparaison » Soient f et g deux fonctions positives localement intégrables sur
(a, b)avec b = w0 ou f(b) = ootellesque 0 < f < g sur (a, b). Alors :

i f;g(t)dt converge = fabf(t)dt converge.
* f:f(t)dt diverge = f;g(t)dt diverge.

s +00 sin?t S R
Exemple 1: l'intégrale I = f ©IR T dt est une intégrale généralisée convergente, en effet:

1 t2

sin?t

1 . d .y . : .
Vvt € [1,4+o[,ona0 < < 3 etpuisque f:oot—,f est une intégrale de Riemann de 1% espéce

convergente alors I converge.

1 Int

Exemple 2 : L'intégrale I = f > dt est une intégrale de second espéce convergente. Les fonctions

0 1+t
l (o
t—f(t) = 13; ett — g(t) = Int sont négatives ou nulle sur ]0, 1[etona 0 < —f(t) < —g(t) sur cet
. . 1 e .
intervalle. On sait que fo Int dt = —1 donc converge, ce qui implique que I converge aussi.

Corollaire 1 : Soient f et g deux fonctions positives et localement intégrables sur (a, b) avec b = o ou

f(b) = oo (b est une singularité) telles que lim,._, - % =k .Alors:

o Sik#0etk+#4oo,f(x)~kg(x)auV(b) et les deux intégrales sont de méme nature.
e Sik=0,f(x) << g(x)alors( f;g(t)dt converge = f: f(t)dt converge)
e Sik = +oo,f(x) >> g(x)alors (f;g(t)dt diverge = f: f(t)dt diverge).

Corollaire 2 :

1. Soit f:[a,+o[ - R* localement intégrable,

> S f(t)~t£a(k # 0 et k # +)alors fa+ F(o)de {Converge sta >

divergesia <1
> Silimy o t* f(t) = 0alors fa+oof(t)dt converge si a > 1.
> Silimg, e t* f(t) = +0 alors fa+°°f(t)dt diverge si a < 1.

2. Soit f:[a, b[ = R* localement intégrable avec f(b) = oo
> Sif()~ (b_"t)a (k # 0 et k # +oo)alors [ f(E)de {

» Si lim;_,-(b—t)* f(t) = 0 alors f;f(t)dt converge si a < 1.

convergesia <1
divergesia > 1

» Si lim;_p-(b —t)* f(t) = +0 alors f: f(t)dt divergesia > 1

De méme si a est un point singulier, on remplace(b — t) par (t — a)
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. R TR X l1e”t e
Exemple 01 : Etudions la nature de l'intégrale généralisée de 2" especel = fo eT dt. La fonction intégrée

. . et 1 .. 1dt . . .
est positive et continue sur]0, 1], on a praiadn au voisinage de 0.0r fo - diverge donc | diverge aussi.

d dt. La fonction

Exemple 02 : Soit | = f+oo|5in

|sint|
1 t2 t

-— est continue et positive sur [1, 4+oo[, au voisinage de

. . |sint] 1 . 3/ |sint]|
I'infinie =0|=) oulim; 0t /2 = 0 donc | converge.

t2 ¢3 t2
_t _t _t
Exemple 03 : Soit I'intégrale | = f;oow dt.Onalim > L(h;(t))l = lim > Lt_;) = +o0.
(t-1)2 NG Ve G VE

_t .
Donc c’est une intégrale mixte, | = flzw dt + f; Lﬂ?“”' dt =], +],
(t-1)2z (t-1)2

Au voisinage de 1, on a
1

2 e’5 s . R
3 T OT f e—sldt est une intégrale de Riemann de 2nd espece convergente, ce
(t-1)2 (t-1)2 (t-1)2

qui entraine la convergence de J;.

_t _1
e 5 |sin (In(t))| es

t
. "5 Isin (1 N e oax
EtVt > 1,lims 400 t? M = 0, d’ou la convergence de l'intégrale J,.

(t-1)2

III. Intégrale généralisée d’'une fonction de signe quelconque :

1. Critere de convergence absolue :
Définition : Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b [. On dit que I'intégrale généralisée

b . b
fa f(t)dt converge absolument (ou absolument convergente) si fa |f(t)| dt converge.

Théoréme : Toute intégrale généralisée absolument convergente est convergente :

17 o] < P17 @)l .

En revanche, la réciproque est fausse.

sint
tZ

Exemple : Soit | = f+oo%lt dt qui est impropre de 1°

1 espéce. On a

1 +oo dt
<5 Vte [1, +oo[, or f1 =
o |sint . \
— dt converge aussi. D’ou | converge absolument

s . +
est une intégrale de Riemann convergente donc fl

donc converge.

Définition : Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[. On dit que I'intégrale généralisée fa f(t)dt

est semi convergente si f;lf(t)l dt diverge et f;f(t)dt converge.

" +00 sint .
Exemple : L'intégrale fl m% dt est semi convergente, en effet :

Par une intégration par parties, on obtient
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F 4= 1 1
U—? U——t—z 1

X sint u' = sint = 2sin (%) cos (%) u = (sin (%))2 B (sin (%))2 * . Jx (sin (%))z ;
t 1

1

Ce qui implique que

t t2

fﬁo@ dt = —(sin (%)V + J+°° e (—%))2 dt
1 1

. t 2
+oo (sin(5)) +00 sint .
Comme i dtconverge, alors —— dt converge aussi.
1 t2 1 t

. . sint sint]?>  1-cos (2t
l\/lalsonsaltquth21,|tlz| t' = Zt( )

rocos @Y gp = M2 4+ sEY 34 ot donc convergente.

Par une intégration par parties on montre que f ) "

1 2t

. +o0 1 . . ‘ C , « (+oo |sint .
L'intégrale fl ooz—t dt est une intégrale de Riemann de 1" espéce divergente, d’ou f1 oo@dtdlverge.

2. Critere d’Abel :
Théoreme : Soit f, g: [a, b[ & R localement intégrables telles que

» f positive, décroissante sur [a, b[ et de limite nulle en b (b est singulier ou infinie).
> 3IM > 0tel que Vx,y € [a,b[ on ait |f;g(t)dt| <M

Alors f;f(t)g(t)dt converge.

co cost

o j . 1
Exemple : Les intégrales f+°° S dt et f: —~a dt convergent Va > 0, car la fonction f(t) = = est

1 ta
décroissante et de limite nulle en+o0 pour tout a > 0, et

Vx,y € [1,4o[ona |f;sint dt| = |cosx — cosy| < |cos x| + |cos y| < 2.

3. Utilisation d’'un développement limité ou asymptotique : Quand la fonction intégrée n’est
pas de signe constant, on ne peut pas appliquer les critéres d’équivalence.

Exemple 1 : Etudier la nature de I'intégralel = f:w\/—:—iitnt
sint sint 1 sint

= —: |lim — =0
Ve+sint WVt oq ST v\t
t

sint

Donc si on pose u = —t,quand t € V(+),u € V(0).

En appliquant le développement limité au voisinage de O :

1
1+u

=1-u+u®+o(w?
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.1 sint , sin®t sin?t sint sint  sin?t  sin3t sin3t
Dol—fm=1——F+ o( )e — = — — — + o(—).
145nt Vvt t t Vt+sint vVt t 3 3
VE

Or f;oo% dt converge d’apres le critere d’Abel,

+00 sin?t 400 1—cos2t +oo dt +00 cos2t . s
I dt ={ dt=[ -/ dt diverge car c’est la somme d’une intégrale de

1 t ! 2t 1 2t
Riemann divergente et une intégrale qui converge d’apreés le critére d’Abel.

+o0 sin3t 1 1y .. . .
fl T+ o(=)dt est absolument convergente (0(—) désigne une fonction de t qui est, en valeur
t2 t2 t2

absolue, majorée par certain — au voisinage de l'infinie). Donc | diverge.
2

Exemple 02 : Soit/ = f1+°°(\/t2 + cost — t) dt. Le DLde V1 + u au voisinage de 0 est donné par

2t 8t3

2 2
VItu=1+2-2140u?),doiVt? +cost—t=t /1+Cfft—t=&“—“’”+o(tl3).

Donc | converge car c’est la somme d’une intégrale convergente (d’apres Abel) et une intégrale
absolument convergente.

IV. Fonctions définies par des intégrales généralisées (Intégrales généralisée

dépendant d’'un parametre) :
Soit I un intervalle ouvert de R. On considére un intervalle semi-ouvert | = [a, b[ et une fonction de deux
variables

fiIX]ESR? > RouC
(x, t) — f(x,t)

On suppose ou bien que b = o ou bien que b < o et lim;_,;, f(x,t) = o, ainsi I'intégrale f] f(x, t)dt

est une intégrale généralisée dépendant du parametre x. Donc le premier probléme posé est celui de la
convergence d’une famille d’intégrales généralisées : on est amené a déterminer I'ensemble des valeurs de

x pour lequel f] f (x, t)dt converge, dit ensemble de définition de la fonction

F(x) =f f(x, t)dt
J

Si pour tout x € I, f] f(x,t)dt converge, on dit que F est une fonction définie par une intégrale

généralisée. Le but de cette partie est I'étude de la continuité et de la dérivabilité de cette fonction.

1. Convergence uniforme d’une intégrale généralisée dépendant d’'un parametre:

a. SiJ =[a,+oo[, on dit que I'intégralef] f(x, t)dt converge uniformément sur I ssi

Ve>0,an,=20:T =21, = supxe,|fT+oof(x, t)dt| <e.

Analyse 4/2014-2015 Page 8



b. SiJ = [a, b[ tel que b est un point singulier. L'intégrale f] f(x, t)dt est dite uniformément
convergente sur [ ssiVe > 0,3, =2 0:0 < b —T <N = SUPxe; |fbb_Tf(x, t)dt| < e.
c. SiJ =]a, b] avec a un point singulier, f] f (x, t)dt est dit uniformément convergent sur [ ssi

Ve>0,an,=20:0<T—a <1, = SUpyg |f(;r_af(x, t)dt| <e

2. Convergence normale d'une intégrale généralisée dépendant d’'un parametre:

On dit que I'intégralef] f (x, t)dt est normalement convergente sur I s'il existe une fonction
@:] > R* vérifiant :
DV(x,t) €IX],|f(x, )| < @(t)

ii) l’intégralef @(t)dt converge
J

+oo =Xt

Exemple : Soit F(x) = [

—xt
La fonction f(x,t) = f+t2 est définie et continue sur R X [0, + o[, en plus elle est positive. Donc
+00 g~Xt _ s . ére N
fo vy dt est une intégrale généralisée de 1°" espece.
lim £ e :{ Osix>0eta=2
to+oo 14 t2 +oosix<Oeta=1

1
1+t2

Pourx = 0, f0+°° dt =§

—-xt

+00 e
Ce qui signifie que l'intégrale
qui signifie grale [
1 —X

1+t2

e
1+

400
dt converge alors [

+00
et comme [,

e—xt
lusonaVx € Rt
P T1+t2 T 1+t
surR*.

Théoréme : Si f] f(x, t)dt converge normalement sur [ alors elle converge uniformément sur I.

Critere d’Abel de convergence uniforme : Soient

dt converge pour tout € [0, +oo[, donc F est définie sur R*. En

t
— dt converge normalement

f,9:1X] S R?> > Ret F(x) = f] fx,t) g(x, t)dt tel que ] = [a, b| et b = o0 ou b point singulier

Tels que:

i. Vx €l f(x,t)estpositive et décroissante par rapport a t
i, ()10 30 (resp. f(x,t);op- 3 0) (converge uniformément par rapport a x)

iii. 3IM > O0telquevx el Vvy"y €], |f;,"g(x, t)dt| < M (M est une constante).

Alors : F(x) = f] f(x,t) g(x,t)dt converge uniformément sur I.
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. 2
Exemple : Etudier la convergence uniforme de F(x) = f+ cos (+x)0) dt;x € R.

0 1+x2+t2
1 o s
=— —<
> Vx €R,f(x,t) Tiazsg ©st positive, décroissante ent et ——— < —— — 0 donc
f(x,t) 540 = 0 parrapport a x.
" y" 2 _|sin (1+x?)y"—sin (1+x2)yr 2
> vy, y" € [0, +oo], |fy, cos ( (1 +x2)t) dt| = — <2 <2VxeR

N . 400 cos ((1+x2)t
D’ou la convergence uniforme de |, s LD 4t sur R.
0 1+x2+t2

4. Propriétés :
Théoréme de continuité : Soit F(x) = f] f(x,t)dt ou ] = [a, b[,avec b = o0 ou lim,_,, f(x,t) = oo.

v SiVvx € 1,la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur J.
v' SiVvt € ],la fonction x — f(x,t) est continue sur I.

v Silintégrale f] f (x, t)dt converge uniformément sur [

Alors la fonction F(x) = f] f(x,t)dt est continue sur [ et
Vg € I 1limy_, F(x) = lim,_,, f] f(x,t)dt = f] lim f(x, t)dt = f] f(xo, t)dt.
X—Xo

Corollaire : Pour démontrer que la fonction F(x) = f] f(x,t)dt est définie et continue sur I, il suffit de

montrer que :

v Vx € l,la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur J.
vVt €], la fonction x — f(x,t) est continue sur I.
v' Il existe une fonction positive ¢:] - R* continue par morceaux et intégrable sur J vérifiant :
V(x,t) €I X ] If(x, )| < (t)
l’intégralef @(t)dt converge
J

Théoréme d’intégration : Soit F(x) = f] f(x,t)dt ol ] = [a,b[,avec b = © ou lim;_,, f(x,t) = co.

v’ SiVx € 1,la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur J.
v’ SiVvt € ],la fonction x — f(x,t) est continue sur I.

v Silintégrale f] f (x, t)dt converge uniformément sur [

Alors :
va,B €1, [F F(x)dx = ff(f] fx,t)dt) dx = |, (J? f(x, t)dx) dt (théoreme de Fubini)

Théoréme de dérivation : Soit F(x) = f] f(x,t)dt ou ] = [a, b[,avec b = o ou lim,_,, f(x,t) = oo.
v’ SiVx €1,les fonctions t — f(x,t)et t — Z—i (x,t) sont continues par morceaux et intégrables
sur /.

. . ) .
v Sivt €], les fonctions x — f(x,t)etx — é(x, t) sont continues sur .
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v Silintégrale f] g—£ (x, t)dt converge uniformément sur [
Alors la fonction F(x) = f] f(x,t)dtest de classe C sur I, etona:
, ) a . I
F'(x) = a(f] fx, t)dt) = f] é(x, t) dt (régle de Leibniz)

dt.

. , s +o0 et sinxt
Exercice : Pour tout réel x, on considéreF (x) = fo -

1) Etudier I'existence de F.
2) Etudier la dérivabilité de F, puis calculer sa dérivée F’.
3) En déduire la valeur de F.

Applications:

Fonction Gamma I' d’Euler : On appelle fonction I" d’Euler I'application :

+00
I:]0, +oo[ » R,x — I'(x) = J t*"le~tdt
0

t*~1e~t dt converge pour tout x strictement positif, en effet :

Lintégrale f0+°°

+0o0 1 +oo
f t*"le~t dt = f t*le tdt + f t*levtdt=1+1,

0 0 1
Six > 1:0 n’est pas une singularité, donc |; converge et lim,_, .o, t?t*~1e~t = 0 ce qui assure la

convergence de |,.

: . 4ot xe1 1 11 s
Si0 <x <1:auvoisinagedeOona:t* te ‘~t* t=——et [ dt converge car 1-x< 1d’oli I

converge, en plus |, converge carlim,_,, o, t?t*"te™t = 0.
Propriétés :

e I'(x+1)=xI'(x),Vx > 0.En particulier: T'(2) = 1I'(1) = f0+°oe_t dt = 1.
e Vx>0T(x+n+1)=x(x+1)..(x+n—-1)(x+n)'(x).
e Vx>0,T(n+1)=nl

1)

2
° VneN,F(n+%) = (Zn)!\/ﬁ

~ p2np)

o Vx>0,TM(x) = f0+°° e t(Int)"t* 1 dt

X
e Vx>0T(x+1)= (f) \2mx (1 + e(x))avec lim,_, 4 €(x) = 0 : Formule de Stirling.

e

Fonction éta d’Euler : Pour tout réels strictement positifs p et g, on définit la fonction

L, q) = fol uP~1(1 — u)?! du Dite la fonction béta d’Euler.
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1

1 1
B(p,q) = fzup_l(l —w)% tdu+ .]_1 uP (1 —w)?ldu
2

0

1
ul-p’

1
> Au voisinage de 0, uP~1(1 —u)? 1~ donc fgu”‘l(l —u)971 du converge pourp > 0.

> Au voisinage de 1, uP~1(1 — u)q_1~ﬁ donc ff uP~1(1 —u)9 ! du converge pour g > 0.
2

(1-
Ainsi B(p, q) convergesip > 0etq > 0.
Propriétés :

e Vp,q>0,8(pq) =B p)

I'(p)r
P4 > 0,8(p,q) = Tor D

+00 yP-1

Vp, q > 0; B(pr CI) = fo (1+u)p+q du
Sip @ Z,B(p,1—p) =T@)I'(1—p) =

T

sinmx’

Résumé des techniques : Pour étudier la convergence d’une intégrale généralisée de f sur un intervalle |,
on commence par trouver tous les points de | ol il y a probléme, vérifier si se sont de vraies singularités et
séparer l'intégrale en plusieurs de sorte que chacune ne comprend qu’une singularité ou bien une seule
borne infinie.

» Sif est positive sur (a,b), on applique les critéres de comparaisons.
» Sifn’est pas de signe constant,
= On essaye de montrer la convergence absolue, si lI'intégrale ne converge pas absolument,
¢a ne veut rien dire.
= Appliquer le critére d’Abel.
= Utiliser I'intégration par parties.
= Utiliser un changement de variables.
= Utiliser un développement limité ou asymptotique, prendre un ordre suffisamment grand
pour que le reste donne naissance a une intégrale absolument convergente (en intégrale
de Riemann ou d’une fonction de signe constant).

Erreurs a ne pas commettre :

» Une intégrale généralisée qui est égale a une intégrale absolument convergente n’est pas
nécessairement elle-méme absolument convergente. Contre exemple :

+o0 sint . +oo sin?t
Jo = dt est semi convergente = [ —

Ne jamais utiliser des équivalences avec des fonctions qui ne sont pas de signe constant.

dt qui est absolument convergente.

A\

» Affirmer que l'intégrale d’une somme est la somme des intégrales sans avoir vérifier que chacune

11-cost 1 cost
d’elles converge. Contre exemple : on a fo N

» Faire une intégration par parties avec des bornes douteuses. Contre exemple : L’écriture

. rld .
dt converge, mais fo Tt et dt divergent.

, +o0
+oo sint —cost +00 cost

[T —dt= [ ] — —— dt est fausse.
0 t t 0 ¢
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