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Chapitre 01 : Intégrales multiples

Introduction : Les intégrales multiples constituent la généralisation des intégrales dites simples : c'est-a-

dire les intégrales d’une fonction d’une seule variable réelle. On s’attache ici a la généralisation a des

fonctions dont le nombre de variables est plus important (deux ou trois).

Rappelons qu’une fonction réelle f, définie sur un intervalle [a,b], est dite Riemann intégrable si on peut

I’encadrer entre deux fonctions en escalier ; d’ou toute fonction continue est intégrable. L'intégrale de f
, b . s, s ). . ’ ’
sur [a, b], notée fa f (x)dx, est interprétée comme I’aire comprise entre le graphe de f, I'axe (X'oX) et les
droites d’équations x = a, x = b. En subdivisant [a, b] en n sous intervalles [x;_;, x;] de méme longueur
b— e e s
Ax = Ta, on définit I'intégrale de f sur [a, b] par
b .
Jo FO)dx = limy 4o X1y fla)(x; = xi-1) , a; € [xi-q, %]

aire du rectangle de base[x;_1,x;]
et de hauteurf(a;)
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I. Intégrales doubles:

1. Principe de l'intégrale double sur un rectangle :
Soit f la fonction réelle des deux variables x et y, continue sur un rectangle D = [a, b] X [c,d] de
R?. Sa représentation est une surface S dans I’espace muni du repére (O,f,’f, I_c)) .
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z=f(xy)

On partage D en sous-rectangles, dans chaque sous-rectangle[x;_q, x;] X [yj_l,yj] on choisit un point
M(x,y) et on calcule I'image de (x,y) pour la fonction f.

La somme des volumes des colonnes dont la base est des sous-rectangles et la hauteur f(x,y) est une
approximation du volume compris entre le plan Z=0 et la surface S. Lorsque le quadrillage devient
suffisamment « fin » pour que la diagonale de chaque sous-rectangle tende vers 0, ce volume sera la limite
des sommes de Riemann et on le note
) b—a d-c
f(x,y)dxdy = lim Z fla+i ,C+ ] )
D n—-+oo n

. . n
1<isn;1<js<n

(bh—a)(d—rc)

n2

Exemple : En utilisant la définition, calculer ﬂ[o,1]x[o,1](x + 2y)dx dy
Remarques :
< A priori, I'intégrale double est faite pour calculer des volumes, de méme que l'intégrale simple était
faite pour calculer une aire.
¢+ Dans une intégrale double, les bornes en x et y doivent toujours étre rangées en ordre croissant.
Théoréme : Soit D un domaine borné deR?.Alors toute fonction continue f:D — R est intégrable au sens
de Riemann.
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2. Propriétés des intégrales doubles :
e L’intégrale double sur un domaine D est linéaire :

HD (af +ug)(x,y) dx dy = aﬂD flx,y)dxdy +u ij g(x,y)dx dy.

® ou
e SiDetD’sont deux domaines telsque D N D' = {une courbe, ou}, alors :
{points isolés}

| | peoydedy = | jD Fleyaxay + [ [ fendx .

e Sif(x,y) = 0 entout point de D, avec f non identiquement nulle, alors ffD f(x,y)dx dy est
strictement positive.

e SiV(x,y) €D, f(x,y) <g(x,y),alors ffD fx,y)dx dy < ffD g(x, y)dx dy.
o I, fOoydxdy| < [f) 1f Gyl dx dy.

3. Formules de Fubini:
Théoréme 01: Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a, b] X [c, d].Nous avons

[l feoy) dxdy = [ [ feoy) dy| dx = [P[I] e y) dx| dy.

Nous calculons donc une intégrale double sur un rectangle en calculant deux intégrales simples :
e Enintégrant d’abord par rapport a x entre a et b ( en laissant y constante). Le résultat est une
fonction dey.
e Enintégrant cette expression dey entrec et d.
Alternativement, on peut faire de méme en intégrant d’abord eny puis ensuite en x.

Exemple 01 : Calcul de [ = ff[o o] sin (x +y) dx dy
2 ’2

D’apreés Fubini, ona:

mr & Tr m
2 2
szz f sin(x + y) dx dyzf fzsin(x+y) dy| dx.
o |Jo o |Jo
n
= fz(cosy+siny)dy
0

3

— [eoi _ 2 _
= [siny — cosy]; = 2.
Dans cette exemple x et y jouent le méme réle.

Exemple 02 : Calcul de | = ff[o 1 dx dy.

1
[2,5] (1+x+2y)2
1 1 5 1 11
fO (1+x+2y)2 dx] dy - fZ [1+x+2y]0 dy
11

1 1
— 5 g
=3 [In(1+ 2y) —In (2 + 2y)]3 > In 10

Calculons I = fzs[

Cas particulier : Si g:[a,b] » Ret h: [c,d] - R sont deux fonctions continues, alors
b d
ff[a,b]x[c_d]g(x)h(y)dx dy = (fa g(x)dx) (fc h(y)dy)

Exemple : Calculer I'intégrale ff[o o] sinx cosy dxdy
2 2
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Théoréme 02 : Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R?. L'intégrale double

I = ffD f(x,y)dx dy se calcule par I'une ou l'autre des fagons suivantes :

= Sil’on peut représenter le domaine D sous la forme
D={(x,y) ER?/fi(x) <y < fo,(x),a < x < b}alors

= Sil’on peut représenter le domaine D sous la forme
D={(xy) ER?/ g;(y) < x < g,(y),c <y <d} alors:

ffD f(x,y)dx dy = fc ’ f gZ(y)f(x,y)dxl dy.

91(y)
Si les deux représentations sont possibles, les deux résultats sont évidemment égaux.

el RO

Exemple01 : Calculer I'intégrale ffD (x% + y?) dx dy avec D est le triangle de sommets (0,1), (0,-1) et (1,0).

Pour cela on va définir D analytiquement par les inégalités :
D={(x,y) ER?telsque 0 <x<1,x—1<y<1-x}

1 1-x
jf (2 +y2) dx dy = j (j (2 + y2) dy) dx
D 0 1x;1
1 31+ 1
=f Ix2y+y—l dx = =
0 3 o1 3

Exemple02 : Calculer [ = ffD (x + 2y) dx dy sur le domaine D formé de la réunion de la partie gauche du

disque unité et du triangle de sommets (0,-1), (0,1) et (2,1).

Onal = f_ll [fy\}rll_?(x + Zy)dx] dy = f_11(3y + 3y% + 2y /1 —y2 )dy = 2.
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Exemple03: Calculer I'intégrale ffD e*” dx dy,ouD = {(x,y):0 <y < x < 1}. Le domaine est I'intérieur
du triangle limité par I'axe des x, la droite x=1 et la droite y=x. Dans ce cas on est obligé a intégrer d’abord

R . N el . 2 .
ui X, imitiv i Xpri u
ar rapport a s par rapport a x, car la primitive de la fonction x — e* ne s’exprime pas au moyen des

. ) s ol x 42 _rl %2 _e-1
fonctions usuelles. D’'ou I = [ [ e* dy dx = [; x e* dx = —

1—cos 64

y
Exemple 04 : Calculer | = f: f;; sin(y?)dydx = fos(foz sin(y?) dx)dy = ifos 2y sin(y?)dy = ?

4. Changement de variable dans une intégrale double:
Nous allons avoir un résultat analogue a celui de I'intégrale simple, ou le changement de variable x = ¢(t)
nous demandait de remplacer le « dx » par ¢'(t)dt. C’est le Jacobien qui va jouer le role de la dérivée :

Rappel : On appelle la matrice jacobienne de ¢: R™ — RP |a matrice a p lignes et n colonnes :
dop; 0@ ¢,
ox, 0x,  0x,

I dp, 0, P I

=
Jo | 9x; ox, " ax, |

\E)(pp L a(pp/
ox, 0x,  0x,

La premiére colonne contient les dérivées partielles des coordonnées de ¢ par rapport a la premiére

variable x4, la deuxieme colonne contient les dérivées partielles des coordonnées de ¢ par rapport a la
deuxieme variable x, et ainsi de suite.

Théoréme : Soit (u,v) € A— (x,y) = @(u,v) € D une bijection de classe C! du domaine A au domaine

D. Soit |]<p| la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢. Alors, nous avons :

ffD f(x,y)dxdy:jfA fopv) |Jy@wv)| dudv

x | u

Exemple : Calculer [ = HD (x — 1)? dx dy sur le domaine
D={(x,y):—1<x+y<1,-2<x—y<2}

En effectuant le changement de variable u = x + y,v = x — y. Le domaine D en (u,v) est donc le rectangle

{-1<u<1,-2<v<2}.Onaaussix = uTw,y = % Le jacobien de ce changement de variables est

ox 0x

_(ou av|_(1/2 1/2) L ~

J = ay oy —(1/2 —1/2 dont le déterminant vaut — 1/2. Et donc
du 0dv
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——f [f (u+v—2)2du] dv—&

Remarque :

> Si|det (J,,)| = 1, on obtient ff, f(x,y)dxdy = [f, f(¢w v))dudv.
» Cela permet d’utiliser les symétries : si par exemple

V(x,y) € D,(—x,y) € D et f(—x,y) = f(x,y) alors
/I, flx,y)dxdy =2[f,, f(x,y)dx dy,ou D’ = D n (R* x R).

Changement de variable en coordonnées polaires :
Soit ¢: R? - R? telle que (1,0) — (r cos@,7sin ). Alors ¢ est de classe C! sur R?, et son jacobien

cosf -—rsinf
vaut :]w(r,e) - |sin9 r cos | -

A [J=fix))
yA !
b

)"mm(x)

}¢ "’"\u‘('x ,

Vydy

,) / ; H ’.
)

EtdoncI = [f, f(x,y)dxdy = [f, g(r,0)rdr db.

Exemple : 1)Calculer en passant en coordonnées polaires I = ff ——— dx dyou

D={(xy):1< x*+y><4,x=0,y=0}

D représente le quart de la partie comprise entre les deux cercles centrés a I'origine et de rayons 1 et

2(anneau). D’ouI—ff dxdy I fzrdrde —l 2

2)Calculer le volume d’une sphére: V = 2 ffxzwzst,/Rz — x? — y?dx dy et puisque la fonction est paire
par rapport aux deux variables ; V = 8 [2 fOR\/R2 —r2rdr do =§TL’R3

5. Applications :

a) Calcul d’aire d’'un domaine D : On a vu que ffD f(x,y)dx dy mesure le volume sous la

représentation de f et au dessus de D. On a aussi la possibilité d’utiliser I'intégrale double pour
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calculer I'aire elle-méme du domaine D. Il suffit pour cela de prendre f(x,y)=1. Ainsi, I'aire A du

domaine est A = [f dxdy = [f, rdrde.

. e s . . . x? 2 .
Exemple : Calculer I'aire délimitée par I’ellipse d’équation pr + % = 1. Notons I'aire de cette

ellipse A, donc A = ffxz+yz<1dx dy. Par symétrie et en passant aux coordonnées polaires
aZ b2~

généralisées : x = arcosf ,y = brsin6, on obtient A = 4 fOE fol abr dr d6 = mab.
b) Calcul d’aire d’'une surface :

On appelle D la région du plan XOY délimitée par la projection sur le plan XOY de la surface
représentative d’'une fonction f, notée 5. L’aire de la surface de 5 délimitée par sa projection D sur

2 2
le plan XOY est donnée par A = [ \/(%) + (Z—D + 1 dx dy.

Exemple : Calculons I'aire du paraboloide

Y ={(x,y,2):z=x%+y?0 < z < h}. Puisque la surface J est égale au graphe de la fonction
f(x,y) = x% + y? définie au-dessus du domaine

D = {(x,y): x>+ y? < h}.D’ou
3
Aire(S ) = [, B2+ 4yP+ Ldxdy = 2n [} "VarZ+ 1rdr = Z(4h + 1)z

c) Masse et centres d’inertie : Si on note p(x, y) la densité surfacique d’une plaque A, sa masse est

donnée par la formule M = [[, p(x,y)dx dy.Et son centre d'inertie G = (x4, y¢) est tel

xo = = [, xp(x,y)dx dy
que:

1
Yo =+ [y ¥ pCx,y)dx dy
Exemple : Déterminer le centre de masse d’une fine plaque de métal triangulaire dont les sommets
sont en (0,0), (1,0) et (0,2), sachant que sa densité est p(x,y) =1+ 3x + y.

1 ,2-2x 8
M = ff p(x,y)dxdy = f f (14 3x + y)dxdy ==
D 0 Jo 3

( 1 1 p2-2x 3
| xg =—.U- xp(x,y)dxdy = f f x(1+ 3x +y)dxdy ==
{ M JJp o Jo 8
|

11

1 1 ,2-2x
kyG = —]f yp(x,y)dxdy = f f y(1+ 3x + y)dxdy = —

d) Le momentd’inertie : Le moment d’inertie d’'une masse ponctuelle M par rapport a un axe est défini

par Mr?, our est la distance entre la masse et I’axe. On étend cette notion a une plaque de métal qui
occupe une région D et dont la densité est donnée par p(x,y), le moment d’inertie de la plaque par

rapport a I'axe (X'OX) est : [,, = ffD y?p(x,y)dxdy. De méme, le moment d’inertie de la plaque par
rapport a I'axe (y'Oy) est: I, = ffD x2p(x, y)dxdy. |l est aussi intéressant de considérer le moment

d’inertie par rapport a I'origine : Io = [, (x* + y*)p(x, y)dxdy.
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. Intégrale triple : Le principe est le méme que pour les intégrales doubles,

Si (x,y,z) — f(x,v,z) € R est une fonction continue de trois variables sur un domaine D de R3,
on définit [[f f(x,y,2) dx dy dz comme limite de somme de la forme

Zi,j,kf(ui' vj'Wk) (x; — xi1) (Yj - Yj—1)(Zk — Zg-1)-
Remarque : On a les mémes propriétés algébriques des intégrales doubles : linéarité, ...

1. Formules de Fubini :

» Sur un parallélépipéde : Le théoréme de Fubini s’applique de fagon assez naturelle quand
= [a,b] X [c,d] X [e, f], on se raméne a calculer trois intégrales simples :

fﬂ f(x,y,2) dx dy dz
=.f U Uff(x,y,z)dzl dyl dx
= ff[fd[fbf(X, Y z)dxl dyl dz = -

Exemple : Calcul de I = [[f) 1 11 51,15/ (X + 3¥2)dx dy dz

» Sur un domaine quelconque borné : Représentons un domaine D pour établir le traitement de

la recherche des bornes d’intégration. Pour un certain x fixé, variant entre x,,,;;, €t X;nq5,0N
découpe dans D une surface D,. On peut alors représenter D, dans le plan YOZ, puis le

traitement sur D, se fait comme avec les intégrales doubles :
x Z . N . . N
max [ Ymax [f X f(x,y, Z)dz] dy] dx . Bien-sOr, on peut intervertir les roles
xmm Ymin Zmin

dex,yetz.

i i PomlE}

Exemple : Calculde I = [f[ (x*+ yz)dx dy dz sur le domaine
D={(xv,2):x=20y>0,z=>0,x+y+2z<1}.

1/2 1-2z 1-2z—x 1
ff (x%2+ yz)dx dy dz = f U [f (x% + yz)dyl dxl dz = —
D 0 0 0 96
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2. Changement de variables : SiI'on a une application bijective ¢ et de classe C* du
domaine A sur le domaine D, définie par

(u,v,w) — @(u,v,w) = (x,y, 2). La formule du changement de variables est :

I, fOoy,2)dxdydz= [ff, feo@,v,w)|],(u,v,w)|dudvdw ennotant |J,|lavaleur
absolue du déterminant du jacobien.

a) Calcul en coordonnées cylindriques :
En dimension 3, les coordonnées cylindriques sont données par :

X =1rcos6@
y =rsinf
zZ=z

Le déterminant de la matrice Jacobienne de ¢:(r,60,z) — (x,y,z) sera
cosf@ —rsin8 0

|](p|= sin@ rcosf Of=rdrdbdz
0 0 1
)
[dV = dzdyd: = rdrdfds
z+dsy,
h dz
AN
/N T —r i
8 . g T 7
S ;\n\ V! o y
&+ di \‘\\::
/ NN
£ "
if!"f L b

Systeme de coordonnées cylindrigues

Onadonc
I=[f, f(x,y,2)dx dy dz = [[[, g(r,0,2)r drd dz = f:m.ax [frmax [fzzﬁ“xrg(r,Q,Z)dZ] dT] ao.

Tmin
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Exemple : Calculer

I=[f[, ®*+y*+ DdxdydzouV ={(x,y,2):x* +y* < let 0 < z < 2}

2 21w ,1 27 2 1 1
[ = f f f r(r? + 1)dr dodz = f def dz [— r2+ 1)2] = 4
0 0 0 0 0 4 0

b) Calcul en coordonnées sphériques :

En dimension 3, les coordonnées sphériques sont données par :

y =rsin @ sing

{x =rsinf cosg
z =rcosf

Le déterminant de la matrice Jacobienne de ®: (r,0,¢) — (x,y,z) sera

sinf cosp rcosfcosep —rsin@ sing
ol = |sin @ sing rcosBsing rsin@ cose | =r?sing dr do de
cos6 —1 sinf 0
dT\::JI-
& dr dl = drdydz — vFgin(#) dr dy 46
-
.\ -?—:::‘\h{_\
S " ' :T\“\_
-'-\. T 5 T~ . "
. \‘-‘ El\\ ‘-.x x\&
e e\
™, L@ Y
, p AN
", o /Q— " ™
'h_-" . '-.n':;_'hl.'_l:ul,
I3 - 1 L

f 'ge hoo

| ____,-" : N I'.I

L~ \

f K" i
|I _:'-"’}F'f : ! II
| e ] :

> e T H sin{fldy —————
Pl "l
- —  — e v

Etdonc [ff, f(x,y,2)dx dy dz = [f[, g(r,0,)r?sing dr df de

Exemple : Calculer I = fffD zdxdydz,ouD = {(x,y,2): x*> + y*> + z> < R?;z > 0}

Le domaine D est I’hémisphere supérieur (centrée a I'origine et de rayon R), en passant aux coordonnées

sphériques : [ = fozn do [ cos 0 sin 6 do fOerdr = §R3
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3. Volume : Le volume d’un corps est donné par V = [[f dx dy dztel que D est le domaine

délimité par ce corps.

Exemple : Calculer le volume d’une spheére.

V= fffx2+y2+zzsR2 dx dy dz , d’aprés la propriété de la symétrie :

V= 8fffD dxdydz avec D = {(x,y,z) € R®: x?2 + y2 + z2 < R?%;x > 0,y > 0 etz > 0} d’'ou
V=8f2dp fzsingdo [y r?dr =R

4. Masse, centre et moments d’inertie : Soit p la densité d’un solide qui occupe la région V,

alors sa masse est donnée par

M= [ff, uCxy z)dxdydz

1
I(xG = ﬁfﬂv xu(x,y, z)dx dy dz
. 1
Le centre de masse G est de coordonnées { y, = ﬁﬂfv yu(x,y,z)dx dy dz

|
\z6 = Iff, zu(x,y,2)dx dy dz

(1. = [, &%+ 2ux,y, 2)dx dy dz
Les moments d’inertie par rapport aux trois axes sont : 4 I, = fﬂv (xZ + Zz)u(x, y,z)dx dy dz

|
Uz = [If, (x*+y»ulx,y,z)dx dy dz

Exemple : Déterminer le centre de masse d’un solide de densité constante, borné par le cylindre
parabolique x = y? et les plans x=z, z=0 et x=1.

La masse est = f_ll(f;z(fox ydz)dx)dy = 4?” , en raison de symétrie du domaine et u par rapport au plan

OXZ,onay; = 0.Et x; = %fffv xudx dy dz = %f_ll(f;z(fgxdz)dx)dy =§

1 U 1 1 x 5
=— dx dy dz = — dz |dx)dy = —
Zg Mf_ﬂ;, zudx dy dz Mf—1(£/2<foz z) x)dy 12
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Complément : « Surfaces dans I'espace »

1) Sphére : L’équation cartésienne d’une sphére
centrée en (Xo, Yo, Zo) et de rayon R est :
(x —x0)2 + (y —y0)? + (z — 29)* = R~

2) Ellipsoide : est une surface d’équation de la

x2  y?2 g2
forme.§+b—2+c—2— 1

3) COne : C’est une surface de I'espace d’équation de

2 2 2
T A
la forme: = + vz = 2

4) Paraboloide elliptique (bol) : est

2
, . X
d’équation dela forme: z = = +

Y
b2

5) Paraboloide hyperbolique : (3 selle) est

d’équation de la forme :

x2 2

y . . .
z= — —7;parun changement de variable I’équation

se transformeen z = x y

6) Hyperboloide a une nappe : d’équation de la

forme:

2 2 2

x° y° z

a2+b2_cz_

7) Hyperboloide a deux nappes : est
d’équation :
x2 yZ Z2

;-I‘F—C—Z-Fl:o
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