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Chapitre 02 : Séries numeériques

Introduction : La théorie des séries a pour but de donner si possible un sens a la somme
d’une infinité de nombres. Supposons que I'on dispose d’un gateau et d’un couteau parfait
permettant de couper sans jamais en perdre une miette!. Si I'on commence par manger la
moitié du gateau puis la moitié de ce qui reste et ainsi e suite indéfiniment, personne ne
doute que I'on finira par manger tout le gateau. Et si on note u, la fraction de gateaux

mangée la premiere f0|s(u1 = 5), U, la fraction de gateau mangée la deuxieme fois

1 1 (. . A . : N
(u2 =suU = Z)' et d’une facon générale u,, la fraction de gateau mangée la n°™ fois. Dire
que I'on a tout mangé signifie que si on fait la somme de uy, u,, ... u,, ...on trouvera 1, qu’on
notera: Uy + Uy + -+ Uy + - =2h U, = 1.

Paradoxe de Zénon : Une course est organisée entre une personne et une tortue, au départ

la tortue possede 10 meétres d’avance sur la personne ; mais la tortue se déplace a 1 métre
par seconde alors que la personne court a 10 metres par seconde. La personne ne rattrapera
jamais la tortue. En effet ; la personne va d’abord parcourir les 10 metres de retard qu'’il
possede sur la tortue, mais quand il y arrivera, la tortue aura avancé d’une certaine distance
(1 métre), et quand la personne aura parcouru ce métre de retard, la tortue aura encore
avancé d’une certaine distance et ainsi de suite. La personne n’aura jamais terminé de
parcourir les retards successifs. Comme il y a une infinité d’étapes on a tendance a croire
gue I'ensemble de ces étapes va durer un temps infini, or ce n’est pas le cas : la somme
d’une infinité de nombres positifs n’est pas nécessairement infinie. En effet ; la personne

met une seconde pour parcourir les 10 métres le séparant initialement de la tortue, puis "

. . .1 . 1
seconde pour parcourir le metre d’avance, puis 700 seconde pour parcourir le Emetre que la

tortue posséde comme avance...

Ainsi le temps mis par la personne pour rattraper le retard vaut :

1 1 1
T+ —+— =208 —
10 ' 100 n=0 1gn
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I. Définitions et propriétés :

Définition :
Soit (U )nen UNne suite numérique et pour chaquen € N, soit S, = u; + u, + -+ u, la somme de
(n+1) premiers termes de cette suite.

* Lasuite (S;)nen €St appelée série de terme général u,,, cette série sera notée
Zn Un 0u % Un.

" S, = Dj—o Uk est dite somme partielle d’ordre n de la série.

* Ondit que la série ) u,, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (S,,)nen
converge, dans ce cas lim,,_, ;o Sy, = limy,_, ;o D= Ui €st appelée somme de la série Y, u,,

et désignée par Y+ %% u,,.
= Une série est dite divergente si elle n’est pas convergente.

Exemples :

1—pn+l
—, pourr# 1

n+1sir=1

% Série géométrique : Y, 7™, sa somme partielle S, = Y_,r* =

_ ﬁ silr| <1
Etsa somme S = limy100 Sn =\ pas de limite sir < —1
+oosir>1
D’ol la série géométrique converge pour|r| < 1.

% Sionrevient a I'exemple du gateau (donné dans I'introduction) :

_1-G)

1,1 1 1 v a1 _
Sn _E+Z+..-+Z—n_ET_ 1—2—n,d ouS =Ilimy, 40 S, =1
2
. 1 10
+ Et pour le paradoxe de Zénon : S, = LO(E)" — 2 donc la personne rattrape son
n—-+oo

10
retard au bout de 5 secondes.

Reste d'une série convergente :
Si la série du terme général u,, est convergente, et de sommeS = lim,_, ;¢ S, = X% Un,
la différence S — S,, s’appelle reste d’ordre n de la série. On le note :

— — + — +
Ry =s—Sn = Xk=oUk — Xk=0Uk = Lkon+1 Uk
Proposition 01 : Si la série }; u,, converge, alors lim,_, ., R, = 0.

En effet: R, = s — S, donclim, ;o R, = lim,,;0, S — S, =S — S =0(car la série ), u,, converge

etS =limy,_ 40 Sy).

Proposition 02 : Si la série ), u,, converge, alors lim,,_,, . u, = 0. Doncsilim,_,,. u, # 0 alorsla
série Y, u, diverge.

Eneffet:Ona S, =uy +u, +--+u, =S,_1 +u, dotu, =S, — S,_1. Sila série converge la
suite (S, )nenconverge, et donc lim,,_, ;oo Uy = limy, 4o (Sp—Sp—1) =S-S5 =0

Remarque : Cette condition est une condition nécessaire qui n’est pas suffisante, car il existe des
séries divergentes et dont les termes généraux tendent vers 0 a l'infinie.
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Contre exemples :

L. n+1 ;. .
» LlasérieY,>1In (T) est une série divergente, car

lim S, = nl—i)r-ll:loo Yre1(n(k +1) —Ink) = nl_iglq) In(n + 1) = +oo bien que la limite de

n-+oo

(7 . n+1
son terme général est nulle: lim In (—) =0
n—-+oo n

» Laséried,s1 = dite série harmonique, est une série divergente bien que son terme général

1 1 k+1dt
———0,eneffet:OnavVk > 1,-> | e
n n—-+oo k k

1>In2-In1
§21n3—1n2

= vk > 1,%21n(k+1)—lnki.e

>In(n+1)—Inn

1

n

D'ouS, =1+ % + - +% >Inn+1) =lim,_,, S, = lir+n In(n + 1) = +o0 ce qui montre que
n—>+oo

la série harmonique diverge. On peut montrer sa divergence en montrant que la suite (S, ),en n'est
pas de Cauchy.

Proposition 03 : Soit (a, ),y Une suite numérique. La suite (a,),ey cOnverge si et seulement si la
série de terme général (a,,.; — a,) converge, i.e.

(ay)nen Suite convergente < Y.(a,+q1 — an) Série convergente
Preuve : La somme partielle de la série Y,(a,11 — ap) est S, = Yp—o(@rs1 — Ax) = Any1 — Ao

Si la suite (a,)nen COnverge, on note sa limite | = lim,,_,, », a,, alors lim,_,,, S, = | — a, ce qui
prouve que la série Y.(a,,1 — a,) converge.

Et si on suppose que la série ).(a,;+1 — a,) converge vers S, on a

limy,y00 ap =limy L0 Gneq = limy,L 40 Sy + ag = S + ag . Ce qui prouve que la suite (a,)nen

converge.

Exemples :

, . 1 1 1 1
1) Soit la série on
) ZTlZl n(n+1)'

a =
n(n+1) n  n+1

. 1 L 1
La suite (a,)ns1 avec a, = — converge donc la série Y51 mmrnconverge, en plus :

—yn (L__1)\_q4__L — i -
Sn = "=1(k k+1)_1 w5 =M Sy =1

2 : A = Ar
) Soit la série Y50 Uy avec uy, ctg 1+n+n2

1
1+n+n2

(n+1)— .
= arctg (ﬁ) = arctg(n + 1) — arctg(n), la suite (Arctg(n))nso

Arctg

- 1
converge donc la série Y.,,50 U, avec u, = Arctg Tz converge, et sa somme S
Y

S =1limy 10 Sy = limy, 400 Np=glarctg(k + 1) — arctg(k)) = lim,,_,,, arctg(n + 1) = 2
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Propriétés et opérations sur les séries :

Proposition 01 : Soient ), u,, et ), v,, deux séries, on suppose qu’elles ne difféerent que par un
nombre fini de termes (i.e. il existe p € N tel que pour toutn = p on a u,, = v,,) alors les deux séries
sont de méme nature.

Preuve : Soit n = p, posons :

n 14 n n
Sn: uk:Zuk+ Zuk:Sp‘l' z Uy
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1
n 14 n n
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1

La différence S, — T, = S, — T, est une constante, alors
Y u, converge < (S,), converge < (T,), converge < Y v, converge
Remarque :

> Cette proposition permet de dire que les séries sont de méme nature (on parle de nature
d’une série pour désigner sa convergence ou sa divergence) mais en cas de convergence,
elles n’ont pas nécessairement la méme somme.

» On ne change pas la nature d’une série si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre fini de
termes.

» Se méfier du symbole de sommation Y+ % u,, : ce n’est pas une somme au sens usuel, car
elle n’est pas commutative en général.

> Les sommes partielles d’'une série sont toujours définies, mais les restes ne le sont que
lorsque la série converge.

Proposition 02 : Soient Y u, et ), v, deux séries numériques et a un scalaire non nul :

% SiY u, convergeverss, et v, converge vers | alors la série Y:(u, + v,,) converge vers (s+l).
% Si) u, converge verss alors ), a.u, converge vers as.
% SiY, u, converge et ), v, diverge alors la série }.(u,, + v,) diverge

Preuve : exercice.

Remarque : Si les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature de leur somme. Par
exemple :

- 1 1, .
» Les séries Znﬂ; et anom divergent, et pourtant on a montré que
2nz1

» Soient Y u, ety v, telles que{

1 1 1
Yus1(= ——=) converge.

n(n+1) - n nt+l
vneNu, =1

VneN v = —1’ les deux séries divergent, mais la série
yn — —

Y.(u, + vy,) converge.
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vneNu, =1

> Soient } u, et Y, v, telles que{Vn EN,v, =1

les deux séries divergent, et la série

Y.(u, + vy,) diverge.

Proposition 03 : Soit ), u,, une série a termes complexes

Z Re(u,) converge

= Z u, converge
Z Im(uy)converge

Zun converge &

II. Séries a termes positifs :
On appelle Y, u,une série a termes réels positifs toute série vérifiant : u,, = 0 pour tout n € N. Les
séries vérifiant u,, = 0 pour tout n = ny sont aussi appelées séries a termes positifs car la nature
d’une série ne change pas si on lui retranche un nombre fini de termes.

Sionnote S, = uq +u, + - +uy,alors S, — S,—1 = u, = 0. Donc la suite des sommes partielles
(Sn)nen st croissante, ce qui entraine que : si la suite (S,,),en €St majorée alors elle converge (i.e. la

série ), u, converge), et si (S;,)nen N’est pas majorée alors lim §,, = 4o et la série ), u,, diverge.
n—-+oo

Proposition 01 : une série a termes positifs converge si et seulement si la suite (S;,) ey €st
majorée.

Théoreme de comparaison avec son intégrale :
Théoréme : Une série dont le terme général est de la forme u,, = f(n) ; ou f est une fonction

continue, positive et décroissante vers 0 ; est de méme nature que la suite (flnf(x)dx) .
n
. n .
Y u, converge < llmn_,+c,o(f1 f(x)dx) existe.

Preuve : Supposons que u, = f(n); ol f est une fonction continue, positive et décroissante vers 0 a
partir de n=1. Sur chaque segment [n,n + 1] onaf(n + 1) < f(x) < f(n),

dou [T fn+ Ddx < [T f)dx < [T f)dx = f+ 1) < [ f(x)dx < f(n)

Comme f1n+1f(x)dx = flzf(x)dx + fzgf(x)dx + et fn+1f(x)dx

n

Onaura f(2) + f(3) + -+ f(n+ 1) < [ f()dx < (1) + f(2) + -+ fF(n)

Orf(n) =u,vn=1,i.e:
n+1

Spe1— U = Uy H U3+ F Uy < f)dx <uy+u,+-+u, =85,
1

= S limn_>+oo(f1nf(x)dx) existe,on a

1 . . .
Sn+1 < f1n+ f(x)dx tu = nl_l)I_POOSn+1 =< u; + hmn—>+oo(f1nf(x)dx) I.€ (Sn)nEN

converge ainsi la série), u,, converge.
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= Etsi limn_,+oo(f1nf(x)dx) = 400 (car f est positive), on a f1n+1f(x)dx < S, ce qui implique
que lirp Sp = limn_)+oo(f1nf(x)dx) = 400 et que (S,)nendiverge.
n—+oo

Inversement si la série converge, limn_,+oo(f1nf(x)dx)existe, et si la série diverge, la limite
. n
limy,, o0 ([, f(x)dx) = +oo.

Remarque : la condition u, = f(n) ; ou f est une fonction continue, positive et décroissante vers 0 ;
n’a pas besoin d’étre vraie a partir de n=1 il suffit qu’elle soit vérifiée a partir d’'un certain rang. La
condition f positive peut étre remplacée par une fonction de signe constant.

Exemple fondamental : « série de Riemann »

/. . . 1
Une série dite de Riemann est de la forme : Znﬂﬁ

Sia < 0:la série de Riemann Znﬂia diverge car lim,,_, ;o ia * 0.

> Si>0:u, = i = f(n),vn = 1, f est positive ; décroissante et llmn_,+oo = (. D’apres le
théoréme de comparaison avec son intégrale, la série anﬁ converge si et seulement si
limn_,+oo(f1nf(x)dx) existe.

n
Orflnf(x)dx = flnxiadx = [W] =1 [na 1—1] sia#1, etf f)dx =Innsia=1

1-a

sia>1
+oo sia<1
1
Résultat : la série de Riemann Zn>1 convergesia > 1, et divergesi a < 1.

Doncllmn_,+oo(f f)dx) = {

Proposition : « encadrement du reste » Le reste R,, = Y.+, uxd’une série convergente de
terme général u,, = f(n) ; ol f est une fonction continue, positive et décroissante vers 0 ; vérifie
I’encadrement f;:;f(x)dx <R, < f:mf(x)dx

Exemple : Quelle erreur commet-on en approchant la somme S = Zf‘”% par la somme partielle
d’ordre n de la série ?

1

. 1
Onsaitque R, = = Xih k2' qui est compris entre f dx =t —dx =

Pour obtenir 3 chiffres exacts, on prend la somme partielle d’ordre n=1000, en fait S; 99 = 1.64393

ets="1 S —16449

Théoremes de comparaison de deux séries a termes positifs :
Théoréme 01 : Soient Y u,, et Y v, deux séries vérifiant 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang n,.

e Silasérie Y v, converge, alors Y u,, converge et Y12 Zho Uk < iz Zno Uk

e Silasérie ), u, diverge, alors Y. v, diverge.

Exemple :

Icosnl

. ;. ;o cosn 1
1) Soitlasérie Y51 , son terme general U, = l — l = r2n>1 est une série de

n2
|

Riemann convergente, donc Zn>1 converge aussi.
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3+sin(Inn) 3+sin(Inn) > 3

= 7

2) Lasérie Y51 -

est une série a termes positifs telle que Vn > 1,

3 ;. . . 3+sin(lnn) . .
comme Y51 - est (la série harmonique) divergente, alors }.,,51 + diverge aussi.

Théoréme 02 : Etant donné deux séries a termes positifs, dont les termes généraux u,, et v, sont
équivalent a l'infinie (u,,~v,, au voisinage de + ). Alors }, u,, et Y, v, sont de méme nature :
Y u, converge < Y. v, converge

Y u,diverge & Y v, diverge

n n n
Exemple : Soit la série ), ,51 (g) (1 + %) .On a(l + %) ~e quand n € V(+o0), d’ou
2\" 1\"*  2\" 2\" e -
(g) (1 + ;) ~ (g) e, comme Y ;50 (5) est une série géométrique convergente alors la série

2 n 1 n
Y1 (5) (1 + ;) est convergente aussi.

Reégle de Riemann : Soit ) u,, une série a termes positifs. On suppose que Ja € R et
l€ R* U {400} tels que lim,_,; o, n%u, = L.

e Sil+# 4oweta>1alors) u, converge.
o Sil#0eta<1alors) u, diverge.

Preuve :

. : N l l -

o Sil#+4weta>1:lim,,,,n%u, = [signifie que Up~-3 OF anlﬁ est une série de
Riemann convergente (car « > 1) donc ), u,, converge.

o Sil=H4ooeta<1:

. . . 1 l
a — a
lim,_, ;o n%u, =1 = INentier telquen = N = n*u, > li.eu, = —a+ comme 27121_11(1

diverge (@ < 1) alors ), u,, diverge.

. . l U .
SileR*eta<1:ona Up~— et comme anlﬁ diverge (o < 1) alors ), u,, diverge.

_ - 1
Exemple : Etudions la nature de la série : }.,,5, (nn)?

> = +0o0 Donc anz; diverge.

1
lim —
n-+oo Il (Inn) (Inn)2

Regle de D’Alembert : Soit ¥, u,, une série a termes positifs. Notons

l= limn_)+oo% tel que 1€ R* U {400} .

o Sil <1 lasérie Y u, converge.
o Sil>1lasérie ) u, diverge.
e Sil =1, onne peutrien conclure.

Exemple :

. £ 1 Sy 1 . u . 1
» Soit la série anom de terme généralu,, = py donc lim;, 4 o Z—“ =lim; 40 i 0<1
: : n

d’oul la série converge d’apres le critere de D’Alembert.
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u n .
4L = lim,,_,;, — = 1, donc on ne peut rien conclure

» Pour la série Zn>1 onalim,, ,——
U n+1

en appliquant Ie critere de D’Alembert, bien qu’on a déja démontré sa divergence.
» Lasérie Zn>1 — estune série de Riemann convergente et lim,,_,; UZ“ =1.
Regle de Cauchy : Soit la série positive de terme général u,,. Notons
[ =1im,_ 0 Yu, tel que 1€ R* U {40}

e Sil <1 lasérie Y u, converge.
e Sil>1lasérieY u, diverge.

e Sil =1":casdedoute, on ne peut rien conclure.

n+1 n? n 1 -
Exemple : Soit ). ,,51 ( ) .Ona? (1 + ) o < 1 donc la série converge.
—+00

. SRL Unt1 . n _
Corollaire : Silim,,_, , o o Lalorslimy,_, o U, =1,

s u .
et silim,_, ;o Z—“ = +o alors lim,,_, o /U, = +
n

Donc si on tombe sur le cas de doute en appliquant la regle de D’Alembert, il ne faut pas appliquer la
régle de Cauchy car on ne pourra rien conclure aussi.

Regle de Raabe-Duhamel : Soit u,, > 0,Vn > ngy et notons | = lim,,_, ;. (u — l)ou
n+1
leR.
Al {si [ > 1 = lasérie ), u, converge
sil <1 = lasérie ) u, diverge

Un+1

Exemple : Considérons une nouvelle fois la série Zn>1 — . La limite lim,,_, ; oo —— = =1, le critére de

D’Alembert ne permet pas de conclure sa nature, appliquons donc la regle de Raabe-Duhamel :

Un

. 1+2n ) L.
lim,,_, o n( — 1) =lim,, N (n—) = 2 > 1 ce qui prouve la convergence de la série.

Un+1

Regle de Gauss:
Soit u, > 0,Vn = ngy, on suppose que I(a, B) € R X |1, +oo[tels que % =1- % +o0 (i)

n nh
sia > 1 = lasérie ) u, converge

k
Alors : 3k € R’ tel gue u,~— lorsque n tend vers l'infinie i.e. { . . .
+ q n pa q sia <1 = lasérie ) u, diverge

Exemple : Soit ¥ u, avecu,, = Vn!sin1 51n7_ \/_, n=1.
% =1-— + o( ) d'oua == < 1 Ce qui prouve que la série diverge.
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III. Séries a termes quelconques:

Séries absolument convergente :
Définition : On dit que la série ), u,, est absolument convergente lorsque Y.|u,| converge.

L. (-D"ein L L
Exemple : La série ). ,,> —a5,, converge absolument car le module du terme général est égal a —
. 1
gu’on peut majorer par =
;. -Hn -1)" 1 1 1
La série Y51 i n’est pas absolument convergente, car L = >—et)—
=+ /n(n+1) Jnn+1) Jnm+1) T n+1 n+1

diverge.
Lemme : Toute série absolument convergente est convergente.
Définition : On dit la série . u,, est semi-convergente lorsque}; u,converge mais Y.|u,| diverge

Régles de D’Alembert et de Cauchy pour les séries a termes quelconques :

Un+1

Regle 1 :Soitl = lim,_,,

e Sil<1= )Y u, converge absolument
e Sil>1= Y u, neconverge pas absolument
e Sil = 1:cas de doute.

Régle 2 : Soit I = lim,,_, ;o0 +/ |Un|

e Sil< 1= Yu, converge absolument
e Sil>1= ) u, neconverge pas absolument
e Sil = 1:cas de doute.

Critére d’Abel :
Théoréme : Soit la série Y u, tel que u,, = a, b, , avec

» Lasuite (a,)nen €St positive, décroissante vers 0.
» 3M constantetqVn €N; |Yi_obr| <M

Alors la série ), u, converge.

Exemples fondamentaux :

cos(nx) sin(nx)

ou Ys1 oux € R\ {2mm;m € Z} et a > 0.

n¢ n

Exemple 1 : Séries de laforme },,51

i . (n+1)x
. . i 1_el(n+1)x % sin( )
Notons A = 1 4+ e 4 2% 4 ... 4 oi¥ = — oin; 2

i X
1—e* sin;

. (n+1)x.
Ce qui donne 1 + cos x + cos 2x + -+ + cosnx = Re(A) = cos (%) )

. X
sin-
2
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. (n+1)x
nx) sin(—,7)
2 sinZ
2

Et 1 + sinx + sin 2x + -+ + sinnx = Im(A) = sin(

N 1 . . .
D’ou |1 + cosx + cos 2x + -+ + cosnx| < ﬂ et |1+ sinx + sin2x + -+ + sinnx| <
Sin:

X
- |51n—|
2 2

Ces majorations sont indépendantes de n, donc on peut appliquer le critere d’Abel pour démontrer la

sin(nx
et Yn>1 )

décroissante vers 0 pour tout @ > 0 et x + 2mm. En plus pour a > 1, les séries converge
absolument.

cos(nx)

convergence des séries Y.;;51

na

. 1 .
e sachant que la suite (ﬁ)naest positive,

Résultat :

cos(nx)
Z — o convergepour a > 0etx + 0[27]

n=1

sin(nx)
ZT converge pour a > 0,Vx € R

nz1

Exemple 2 : Séries alternées

Définition : On appelle), u,, série alternée une série dont le terme général est alternativement
positif puis négatifi.e. u, = (-1)"a, tqa, = 0,Yyn >0

Corollaire : (critére de Leibnitz) Toute série alternée Y'(—1)"a,, dont la valeur absolue du terme
général décroit vers 0 est convergente

En effet : Pour tout entiern, |Z;§=O(—1)k| < 2, si de plus la suite (a,),, est décroissante vers 0,
alors }:(—1)"a,, converge d’apres le critere d’Abel.

I L (-1 ‘. . .
Cas particulier : La série anln)—a est une série alternée convergente pour a > 0. D’ailleurs la

série est semi-convergente pour 0 < a < 1 et absolument convergente pour a > 1.
Proposition : Le reste d’ordre n d’une série alternée convergente est majoré par :

|Rn| = |Z;ion+1 ukl < |un+1|

Exemple : Trouvons un entier n tel que la somme partielle S,, approche la somme de la série

-1
Sz o2

n
~— a moins de 107 pres.

Cette série est une série alternée absolument convergente, donc [R,,| < ﬁ <107% = n > 100.
Utilisation du développement asymptotique :

C’est une technique tres utilisée pour les séries a termes quelconques pour lesquelles les criteres
précédents ne s’appliquent pas. Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série
en se ramenant a une série plus simple, pour les séries a termes positifs par exemple, il suffit de se
ramener a un équivalent, ceci n’est plus le cas avec les séries a termes quelconques. Par ailleurs, un
équivalent correspond a une approximation au premier ordre, laquelle ne permet pas forcément de
conclure. Dans ces cas, il suffit de donner un développement asymptotique du terme général.
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i( )1)”’ la suite (Ju,[)ns2 N'est pas décroissante donc on ne peut pas

. s , . -n" 1 . -1)n
appliquer le critére d’Abel. Maison a u, = - o avec limy_ o -——
14—

Exemple : Soit |a série},;s»

~

= 0, dans ce cas on

n

peut utiliser le développement limité de T, @u voisinage deO:

_EDt 1 e (;)"+_+0<1)]

n — n 2
n (-1 n n
1+ -
N -t 1 )"
D’ouunzu——2+( ) +0( )ona
n
-1 - .
( Z( n) est une série alternée convergente
! > % est une série de Riemann convergente

-H" ;. ,
lz ( n3) est une série alternée absolument convergente

Notation de Landau : On dit qu’une fonction f est un 0(x*) au voisinage de 0, s'il existe
C, > 0 et C, > 0 tels que, au voisinage de 0, on ait Cy |x*| < [f(x)] < C,|x*|

="

D’ou O ( ) est le terme général d’une série absolument convergente, alors la série ). ,> ety

converge.

Remarque : En utilisant le développement asymptotique; il faut développer a un ordre suffisamment
élevé pour obtenir un reste absolument convergent.

IV. Produit de Cauchy de deux séries :
Définition : Soit ), a,, et Y. b,, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de ¥’ a,, et
Y. by, la série . ¢, ol pour tout n entier ; ¢, = Yy_o Axbp_k OU Cp = Ypig=n Apbq

Théoréme 01 : Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolument
convergent.

Théoréme 02 : Le produit de Cauchy d’une série absolument convergente et une série convergente
est convergent.

Remarque : Le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas nécessairement convergent.

n
Exemple 1: La série anl% est une série alternée convergente. On va calculer le produit de

Cauchy de cette série par elle-méme : Zn>1( 1) Zn>1( 1) =Y n>1Cn

an bn

( 1)n+1 (_1)n+1 . (_1)n+1 . (_1)n+1

Vn +\/§\/n—1+ +x/l€\/n—k+1 + N

Cp = albn + azb -1 + -+ akbn k+1 + anbl

orvk =1,n; Vkvn — k + 1 < n ce qui implique ———

1
n

T 2
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D'ou |c,| = n.—= 1 = lim,_;s|c,| # 0, ce qui signifie },,51 ¢, diverge.

Exemple 02 : Considérons maintenant la série Zn>1 qm est une série alternée convergente. Le

produit de Cauchy de cette série par elle-méme converge aussi, en effet :

Z( n" =" —ch

nx1 "_’ n=1 ‘—’ n=1
( 1)n+1 (_1)n+1 . (_1)n+1 . (_1)n+1
Cn = a1b, +ayby_1 + -+ ayby_y41 +a,by = " D) + prEm—y ot
1 1 1 1
ona k(n—k+1) E(E + n—k+1) Vi =1,n, donc

—2(_1)n+1[1+1+ T P [1+1+ +1]
T T n_( ) n+1 2 n

an

La suite (a,,), est positive décroissante vers 0, donc la série alternée Y.,,»;(—1)"*1a,, converge.

"II_|]|""|_||
Est om gue g — o [ = 0 No La strie diven |
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