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Devoir surveillé d Analyse 2

Exercice1(4pts)

> sin x—x
1. Calculer lg)l e

2. Donner le développement limité d’ordre 2 ,au voisinage +w ,de la fonction
x = In(2+ +).

3. En déduire que la fonction fdéfinie par £x) = xIn(2 + +),admet la droite
d'équation y= x.In2 + %, comme asymptote quand x — oo,

Exercice2(4pts)
Soit £: R — R, la fonction définie par fx) = 2x+sinx
1. Montrer que fest bijective.

2. Montrer que £ 'est dérivable sur son domaine de définition.Donner
I'expression de la dérivée de 7.

3. Montrer que £'admet un développement limité d'ordre 2 au point 0.Le
determiner.

Exercice3(6pts)
Soit g: [0,1] » R,la fonction définie par:

20 = { Hrx)+sin+ six>0

0 six=0

1. Calculer lim g(==) et lim g(m).Que déduire?
-+ 0

2. Determiner les points de discontinuité de g.
3. Soit a €]0, L[.Montrer que gest intégrable sur [a,1].

4. Trouver deux fonctions constantes vet Utelles que :
vx e [0,a] ;u(x) < gx) £ UX)

ot T(U— u)(ddt < 2a.
0

5. Montrer que g est integrable sur [0,1].

Exercice4 (6pts)
1. Calculer la primitive suivante en intégrant par parties ,et préciser son
domaine d’existence: | ‘“—(:ﬁdt .

2 En utilisant la propriété de la moyenne ,calculer lim [ﬁ%‘ffﬂi],ou

-+
a>0.
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Exercice1(4pts)

s sinx—x
1. Calculer 1;1101 o

En utilisant le di3 au point 0 pour sinx et di1 au pont 0 pour In(1+y)
sinx = x— % + o(X3).

In(1+ y) = y+ o(y),en remplagant y par —x2, on obtient:

In(1 - x*) = =x? + o(x%).= xIn(1 - x*) = -x3 + o(x?).

En operant une division selon puissances croissantes de la partie
réguliére du di3 de sinx— x , par celle de xIn(1 — x2), on obtient :

Sinx—x 1 3 : sinx—x 1
—a st = = 4 —=maX 2
xIn(1-x2) 6 O(X) LIE)] xIn(1-x2) 6

2. le développement limité d’ordre 2 ,au voisinage +« ,de la fonction
x In2+ 1).

In2+ %) = [2(1+ %) ] = In(2) + In(1 + -L).
Si x est au voisinage de +<w , alors i est au voisinage de 0.

donc on consideére le di2 au point 0 de /n(1 + y)

In(1+ ) = y= 4 + o).
Ce qui entraine:

In(2+ %) = In(2) + In(1 + 57) = In(2) + % - < + o((L)2).

3. Le dI2 de la fonction fau voisinage de +«
fx) = xIn(2+ §) = xn(2Q)+ + - L + o 5)
M) - [xIn(2) + L] =L +o(L

lim. £x) - [xIn(2) + 1 ] =tm ~+0() = 0

On en deéduit que la fonction #définie par Ax) = xIn(2 + 1),admet la
droite d’équation y = x.In2 + %-, comme asymptote quand x — +w.
Exercice2(4pts)
Soit £: R — R, la fonction définie par {x) = 2x+sinx

1. fest la somme d’un polynome et de la fonction sinus , toutes les deux de
classe C'et f(x) = 2+ cosx > 0,Vx e R. fest alors bijective car c'est une



fonction continue strictement croissante de R dans R.donc £'existe sur son
domaine de définition=R. La formule de définition est: y = fx) < x = g0y

2. festune bijection de classe C” (v € N )donc ! est C” (vn e N) sur R.
L’expression de la dérivée de 7!, '
1N/ - 1
(f ) (.Y) =y fofl(yﬂ 5

3. £ estC? au voisinage de 0, elle admet un developpement de Taylor
d’'ordre 2 ,au voisinage de 0 ,qui coincide avec son dI2 au point O .

Ona: 0= £0) < 0 = £1(0),

1y/ _ 1 - 1
(f ) (0) = fofl(o) - m—

O #orhy)
ALy z( I )= LoDl Q) _ __(Fofh)i)
SERReY fol'(y) (for'(»)? (Lo (y)’

=-I_
3

d’ol (£1)"(0) = 0

£1(y) = +y+ o(y*) pour yvoisin de 0.

Autre méthode

Partant du di2 de fau point 0 fx) = 3x+ o(x?)

Posons: £1(y) = ay + a1y + a7 + o()?)

Sachant que for! = jd en faisant le di2 de la composée , on obtient:

fofl(y)=3(ao+31}f+32}2)+0(,yz)=)’

Ce qui entraine :ap = 0;4) = +;4, = 0.

Exercice3(6pts)

Soit g: [0,1] - R,la fonction définie par:
Hrx)+sin+ six>0

09 - {

0 six=0

1. lim g(-) =lim A<) +sinmr =lim 0 =0
[0 =00 I+

etg_iinm e (4:;31);:) =£1:1w E[ﬁ) + sin(Z- + 2nr) =!}_iinw L=1.

lim g(x) n'existe pas , gest donc discontinue en 0.

x=0

2. les points de discontinuité de gsont en plus de 0 ,les points de
discontinuité de la fonction E(rx),x < [0, 1].
les points de discontinuité de gsont: 0, L, 2 3
3. Soita €]0, +[.
sur [a,1] , la fonction g est donnée par : g(x) = Enx) +sinL

c'est la somme de 2 fonctions :E(xx) : partie entiére qui est une fonction
en escalier ,donc intégrable et sin + qui est la composée de 2 fonctions
continues donc continue et par suite integrable .Conclusion g est intégrable sur

4]



d;}u-
Vx ell,a] ;u=-1<gx = sin%(— <1=U
etsix=0 -1<g(0)=0<1
13 a
et [(U- w)(ddt= [(2)dr = 2a.
0 0

Donc les deux fonctions constantes uet Usont -1 et 1 -

5. Delaquestion4.ona: Ve > 03x €]0,L[:2¢ < ¢,3uet U: 2fsen
escalier telles que u < g(x) < U et I(U— u)(Hdrt = j(z)dz‘z 2a < &.
0 0

Ce qui montre que gest integrable sur [0, al.
Posons g;: [0,1] = R, (/= 1,2),les fonctions définies par:
X surla,l 0 sur [a, 1
. &(x) [, 1] o gl (a,1]
0 sur [0,o] g(x) sur[0,a]

De ce qui précéde g, & sont intégrables sur [0, 1],
donc g= g1 + & ,est intégrable sur [0, 1].

Exerciced (6pts)
=hn(l+) ==L

1+f

1

i. Enintégrant par parties ona: |20 g = g’ 1
= — = g: PN N
. 3 {

_ -1 1
=3 In(1 + 9 + [ lrae

Pour terminer les calculs , on fait une décomposition en éléments
simples:

I
{1+5)

J“_“’(;“) dr==L ln(1+t)+1n| -| + cste

= In[d — In|]1 + 4 + cste

ale L
¢ 1+ t(l+r)

Ce calcul est possible sur tout intervalle 7= [4,5), tel que b > 2 > 0,0u
bien0 > b> a> 1.

2. En utilisant la propriété de la moyenne ,calculer lim [M],ou

11=+00 nﬂ+]
a > 0.
[t ] = 21" + (3 +4(£)%)
en posant fx) = (x)* et[a ] =[0,1], ona:

L2t ] = LIAL) + £3) +...+41)]

nn+]

lim | At ”“:I—llm LA +02) +...+41)] = f

e+l
Vi nr sl

S
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Exercice 1
Peut on utiliser les développements limités pour calculer une mtegrale

Justif er votre réponse.

2 Calculer les intégrales suivante

n

j; . dX,} cosx_ fy, ,IAfctgx, jcosl’x,
2 0

s 221 Tasinx
=q L

Exercice 2

Iy Soit £: R? — R, définie par £x,y) =
0 si (xy=(00)

. 4. Etudieria continuité defsur R2.
2 fest elle differentiable en (0,0)
3. .Determiner les extremums de £s’il existent

Exercice3

1. Intégrer 'équation différentielle suivante:

er)’
Y= -1

en précisant les domaines d’existence des solutions .

2 Peut raccorder les solutionsen x=1

Exercice4

Considérons la courbe paramétree définie sur R*par £7) = (t2 +L, P+ )
4 Determiner les points ol la tangente est horizontale.

" 2. Déterminer le point stationnaire et dessiner l'allure de la courbe en ce

point .




