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|iExamen final d'analyse 1 X
Exercicet

Pour n > 2,on définit la foncﬁon @, : R = R, en posant @,(x) = x — cos .

1. Montrer que ®,est strictement cro;ssante En déduire qu'il existe un
unigue nombre réel x,tel que

Xy = cosf—n’i—
Monirer gue l'ona x, € 10,11.
2. Montrer que :

Vx € 10,1[,co8 & < cos nf-l

Endéduire que La suite (x,).»est strictement croissante.

3. Montrer que lim x, = 1.

n—++o0
Exercice2
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier votre réponse.

1. Lasuite u, = cosyn+ 1 —cos /n, estconvergente vers 0.
2 Vanz1,3c¢c, elnp+1u, = Fsm

Exercice3

1. Lafonction x ~ x?E(x) est elle continue et dérivable aux points 0 , Lletl.
2. On définit la fonction f'sur [-1,+2], par:

%<J1+x2—1/1—~x2> si —-1<x<0

x2E(x) si 0<x<

Ax) =

(108

a-Preciser le domaine de continuité de f(c.a.d:Pour quelles valeurs de x
, fest continue.)

b-Préciser le domaine de dérivabilité de 7 .Et donner I'expression de ia
dérivee guand elle existe.

Lol

3. Calculer si elle existe la dérivée de g(x) = arctgx . En déduire celle de
h(x) = fog(x) quand elle existe .

Exerciced
Soient (u.). et (v,).deux suites a termes positifs telies que pour tout entier n e N

n

T 2 S

nnl’

1. Rappeler la définition de suites adjacentes . Montrer que les suites




(un)net (vn), sont adjacentes .

2. Pour n € N,on définit la fonction f, : [0,1] - R par

_ wN X
f;i(x)_e k=0k1

a- Calculer £,(0) et exprimer £,(1)en fonction de u,.

b- Justifier que f,, est dérivable et montrer que

Fo) = e

¢- Enoncer le théoréme des accroissements finis.

d- En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction f, sur
[0, 1] verifier que
lim uw, = ¢

En déduire lim v,.

H—+00
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Exercicei.6pts R e - g,
1. Pour n> 2,0n définit la fonction @, : R - R, en posant @,(x) = x—cos <.

@, est dérivable et ®),(x) = 1 + L sin<.Puisque n>2et-1 <sinX <1
alors ®,(x) > 0.Donc @ ,est stnctement croissante.

Ona 2 0<5<E= 055 <1 = Dp(1) > 0.verinivivrniinurmmsmansns 1pt
D,(0)=-1<0et®,(l)>0 valeurs i:?t:e>nnediaires Ix, E]O,l[/ q)ﬂ(Xﬂ) oy

tDﬂcontmue surR o

@ est strictement croissante,alors elle est injective et donc X,,est unlque K
vérifie. @ ;

X, = cosSL . g, ¥ _f”‘"

X 1 i X X . rr
2 RE P ULAEIS IS S L5 <580 € — £ 2 480

Sur ]0, £[, la fonction cos est décroissante ,ce qu1 entraing:.................. @/

SR R LN, R ' VXE]OI[cosﬂ<cos +1

Et puisque xz1 € ]0,1[, ona:

X :
ﬂ(Jr,.;)rl) = Xp. — cos =ZL > Xm.; — cos ;’_’“‘1 =0= (IJ,,(XB)

DONC @ u(Xmt1) 3 DalXn)e e ettt @

- &, croissanie
Dy(xp1) > Oolxy) ==Y T DL

La suite (x,) mest strictement croissante.

P ; * GO ti
3. Ona,vxel0o,l[£ - 0 S‘Z?'“”ecos— T
o

I+

pyiaqy_e xp € ]0,1[ alors cos % — 1 et cos—— = X,

i 2 Vgt # T A i ‘-‘l--_‘_ L o

Onendéduit :Hm x5 = 1. oo e .1[5t

=+

Exercice2 (3pts)
1. On sait que :cos(a+ b) —cos(a— b) = —2sinasinb

—
—~b="J0 e A=1-E
2

Jo+ 1/ﬂ+] Jﬂ+ J_

en prénant = On obtient :

u, =cosyn+1 —cos/n = -2sin
% JBET ~ - 0
S e~

Le théoréme d'encadrement entraine (u,), est convergente vers 0.

|tg] < Z‘Sin

e

L/affirmation 1 est donc vraie.......................,_..gT.SPtS. 4




{ 2 Par abplicaﬁon du théoéme des accroissements finis & la fonction "
f(x) = cos /x sur lintervalle [#,2+ 1] pour tout n € N, on obtient : ' e
feonti 0+ 1 :
C?'? nue sur.z+ 1] = 3celna+1;fn+1)-fn) = f(c) = —smf
fdérivable surla,n+ 1] = -
celnn+1[= c=cn) = c,et La+1) - £n) =u,.0na Obtenu donc:. =
VIR, ey = =l U ion 2 e 15 N Ry
Vaz1,3c,€lan+ 1], u, 275 sin /¢, .« L/affirmation 2 est vraie......(].
Exercice3..(6pts) ' )
1. a) étude de la continuité............ @.?Spt 3
@(0) =0 _
posons ¢(x) = ¥ Hx) = (p(%) =0 ,onaalors: 1
hm g)(.x) -"hm 0 = 0 (p(O) et hm qo(X) Thm -x=0= qo(O) g = g, 2
i e b Pt fBw g g
hm go(X) —llm Q== qo( ) et hm (p(X) —hm G=0= 4;0( ) ]
lirrll o(x) =1}1’I]1 xXX=1=¢p(l)et lim P(x) =lim g =4 = gl F

E > <

| La fo'hc:tion lx w x* H(X) est contihUe en 0 et 1 Elle est dlscontlnue en 1 g 3 o -

b) etudg,ge Ia derwab:hte ..... N} kSp) AR e g IR R
e La fonction X w XZE(X) n etant pas contlnue enl, eiie ne peut donc . .
- etre; denvable en 1. . - ‘ - " 1
11_{13 20-0(0) H’{O) 111101 —11m O = 0
X) X;!' XL"O / k ¥
® =¢(0)=0 '
lim 220 iy =2 =lim —x = 0 -
a=0 a0
R . .. T P
. - X—;O i} X—-U lX—;U =
2. On définit la fonction fsur [-1,+2], par:
s LT+ - J1-¥) si —1<x<0 )
fx) = _ ‘ .
g x* E(x) . sl 0sx< ¥ ‘-
~ d'aprés la définition de la fonction partie entiére ; g
Aoz,
| 'g.._,'_ 2 3 % )




%(Jﬁrxz—,/l-wxz) gf ~=1<x<0
 » ‘ , si 1§X<—g—

a-Le domaine de continuité de £..(1.5pt)

e sur[-1,0[,la fonction est composée de fonction continues elle est
donc continue.

e sur]o, 1[ la fonction est constante, donc continue.

e sur]l, ] la fonction est polynomiale donc continue.

e Aux pomts Oet1

hmf(x)-hm («/HXZ V-2 )Eﬁ} X(mu-—ﬁ)

=lim —2—=0= A0
;41’1(’}1 14x% +4 1= =A%

et lim fx) =hm 0 = 0 = £0) .Donc fest continue en 0.

>.

hm f£x) —I1m 0= 0 = f{1). Donc £ est pas continue en 1

7 x—rl

Conc!usio,m fest continue sur [=1;+3 ]\{1}

b Le, domame de dérivabilité de T (1 5pt)

® - Sur [—~1 0[, la fonction est com osée de fonct:on derwables elle est

= ks . - .
donc dérivable et 7(x Jl+x J1- x2)+ =

sur ]0,1[, la fonction est constante donc dérivable et £(x) = 0.
sur ]1, 2 2k la fonction est poiynomlale donc dérivable et £(x) = 2x.
Au pomt 1 fn est pas continue donc elle n'est pas dérivable

Au point 0

:,lm 1'(3’)1'(0)-—11[1'1———-(‘;‘1{-}{2 \11'— ) A —;(J—lT.;:ft_T) ﬁfg(O),

1)3_{51 -@—}@ :1:52 0 = 0 = £(0) = £,(0).Donc fn'est pas dérivable en
0. Conclusion: fest dérivable sur [-1,+3-1\{0,1}

3. xw g(x) = arcigx . est la fonction réciproque de la fonction tan définie
sur] =.=lLa formule de dérivée de la fonction réciproque permet d’obtenir:

‘g‘(,x),_ﬁ Tﬁrv;gf_n@_.._ ........ - A (. 75pt>

La fonctlon h(x) = fog(x) eX|ste quand g(X) € [ 14 ] donc x -
el o3l av o |
Pour x € [—#gl, ta—]\{O g}, hest denvable et
H(x) = £(0f 0g(x)..(0.75p0).
Exercice4 (5pis)

e @ © ©

ol

Soient (ua)z0 €1 ‘(Vn).n.?_i 1deux suites a termes positifs telles que pour-tout-entier n '

5 v
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v, -

51 1
U,;.:;b—kTet Vn=UH+H.
(v,)est bien définie sin > 1
' HaE ¥ Ve N

(uﬁ)ﬂest croissante /‘

: Byl Up (D))
decro;ssante /(”6 25)/H

2. Pour n & N,on définit Ia hetion £ [0,1]”—'» R par
fo(x) = e x
E 7

a-f},(Q)- L etf(l) =g if}% = Upetvoneenneen {(0:3) )

sy i'i_. S

b- f, est. Ie produit d'une fonction polynomlale et de I’exponentleile qm
_sont denvables elle est dérivable et 1 ‘ . :

E{ s = “"Z x4 c‘XZ - O (0. .'I;S_pz‘)

. CRp~ =y 2

Dou > At

-1 o

4 - —eﬂg— 5o
T

c- le théoréme des accroissements finis.

fcontinue sur[a, &
fderivable sur]a,b[ g |
H fB)— f4) = (b~ a)f(a)........;..@{i@) P RE  R

d- En. apphquant le theoreme des accrolssements finisala fonctlon £, sur

[0,1}ena™ . by ohin, »
30 E]O 1[ & u,,—l = —e‘“%{— ...... WRR— @

Puisque ¢ €]0,1[ alors lim (—e““—f}) = 0 ce qui entraine lim e¢’u,—1=0.
i o0

=40

= d ¢ Ela,

=

: . def

les suites (1) et (vn)n sONt adjacgntesé et R "'5'60'5'“')) | |
| | C Lim Ve—up =0 o |
i. @ Ve NV,=ty+ —g > Unoeresenanis (0.25)
(] llm Vp— Up —llm ‘ﬁ = 0 .................... .{(025-) \}
-+ n++oo ' f,/
© Upy—Up= (ml), > 0 = (un)m=eest croissante...{. 929)
S o - 2

@ VJ:H—] - Vn e (Un+1 Un) + ( (a+1)(m+1)! - ._,“7| ) (mlJ;JEml)l vy ""1;['

il * e H(mz)—(m’})z w2 1% o r< 0 :> (Vn}@est ?

By

22




/\57 g Et par suite _ —
, . l ;%:’]-Elwa L-I_n =- 3;:...'...__.'.-.,...‘.;’jgi.;..r-{:..-;:f.f’.@}%:}‘.; ‘ _.7? s

- -:i‘o-'
RS

ey

les suites (u,). et (va), sont adjacentes donc elies sont convergentes

vers la méme limite lim 1, =lim ¥, = €oeenrininiiinnreennen @.5)
-+t 0 -
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