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Exercice 01: On définit dans R la relation R par: z R y <= 2% — y?> = 2 — y. Montrer que R est
une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence de a € R.

Preuve: (1) Montrons que R est une relation d’équivalence.

a) R est-elle réflexive?
R est réflexives Ve e R, z S x.
VieR, =2 —2° =2 —12=0= 2Rr = R est réflexive

b) R est-elle symétrique?
R est symétriques Vr,y € R, Siz Ryalorsy R z?

Ve,y € R, SizeRy=2>—y’=0—y=
= y* -2’ =y — 2= yRr = R est symétrique.

c) R est-elle transitive?
R est transitives Vr,y,z € R, Si 2Ry et yRz alors xRz.

Vr,y,z € R,SizRy=2>—y> =2z —yetsi
yRz = 1> —22=y—2z
La somme des deux équations donne:
2?2 — 22 =1 — 2= xRz = R est transitive.
Conclusion: puisque R est réflexive, symétrique et transitive alors c’est une relation d’équivalence.

2) Déterminer la classe d’équivalence de a € R.

cl(a) ={x € R/zRa}
tRas > —a*=z—as (r—a)(z+a)=(r—a)

r=a
= ou (x4 a) = 1 aprés une simplification de (x — a)
zr=1-a

=cl(a) ={a,1—a}.
Exercice 02: soit S la relation dans R définie par:
aSb ead—bP=a-0

(1) Montrer que S est une relation d’équivalence.

(2) Discuter suivant la valeur de m le nombre d’éléments contenus dans la classe de
m .



Preuve: soit S la relation dans R définie par:
aSb=a® - =a—b

(1) Montrons que S est une relation d’équivalence.

a) S est-elle réflexive?
S est réflexives Va e R, a S a.

VaeR,=a*—a*=a—a=0=a Sa= S est réflexive

b) S est-elle symétrique?
S est symétrique< V (a,b) e Rx R, Sia Sbalorsb S a.

V(a,b) € RxR, aShb=a*—b=a—-b=
= 0 —a®*=b—a=bSa= S est symétrique.

c) S est-elle transitive?
S est transitive< V(a,b,c) € R x R x R,Si aSbh et bSc alors a Se.

V(a,b,c) € RxRxR,
SiaSh = VaeR,=ad*—btP=a—b
et bSc = VYaeR, =¥ —-=b—c

= - =a—c=aSc= S est transitive

2) Discuter suivant la valeur de m le nombre d’éléments contenus dans la classe de m .

cl (m) ={a € R/ mSa}

mSas mP—a*=m—a

= (m—a) (m*+am+a?) = (m —a)
= (a—m) (a® +ma+m?) = (a—m)

1. = a=m
: oual+ma+m?P=1=a’ +ma+m?>—1=0

conclusion: pour A =m? —4(m? — 1)

=4—3m? = (2—\/§m) (2+\/§m)
1I/SiA=0=m= \% ou m = —\% alors on a deux éléments dans la
classe de m.
2/SiA<0=m¢e } —00, —\% [ U ] \%, +oo[ alors on a un élément unique dans
la classe de m.

3/SiA>0=mc¢€ } —\%, \%[ alors on a 3 éléments dans la classe de m.
Exercice 03: Dans p (F), ensemble des parties de E # &, R est définie par:

ARB& (A=BouA=Cf)



(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Déterminer cl (&) ,en déduire ¢l (E).

(3) A-t-on cl (ANB)=cl (A)Ncl (B) pour A, B dans p (E)?justifier.
Preuve: Dans p (F), ensemble des parties de F # &, R est définie par:

ARB<& (A=BouA=Cg)

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
R est réflexives VAep(E), A R A

ona: A=A= A RA = R est réflexive

b) R est-elle symétrique?
R est symétrique< VA, B € p(F), AR B= BRA?
solent A,B € p(FE), ARB = (A=BouA=C})
= (B=AouB=Cjp)= BRA
= R est symétrique .

c) R est-elle transitive?
R est transitives

VA,B,C € p(E), ARBet BRC = ARC.

VA,B,C € p(E), ARB et BRC = (A= Bou A=_Cf)
et (B:CouB:Cg)

A=B et B=C=A=C
A=B etB=CY = A=C¢

= Y A8 B C o A-cg ~ (A=CouA=0F)
A=CEetB=C{ = A=C
= ARC.
Conclusion : $ est une relation d’équivalence dans p (F).

(2) Déterminer cl (©),en déduire cl (F).
(@) = {Aep(E)/ARc}
ARG & (A=0ouA=Cf)=>A=0ouA=FE
(@) = {@,E} et puisque E € ¢l (@) = cl(E) ={9, E}

(3) A-t-oncl (ANB)=cl (A)Ncl (B) pour A, B dans p (E)?justifier.
non car pour: A= et B={l} ona: ¢l (ANB)=cl(2)={9,E}
mais cl (A)Ncl (B)=cl(@)Nc ({1}) # {9, E} car {1} ¢ {2, E}
donc: ¢l (ANB) #cl (A)Nel (B).



Exercice 04:
1) Soit R la relation d’équivalence définie dans N par:
V(r,y) EN o Ry (r=your+y=7)
Déterminer, en discutant suivant les valeurs de I’entier naturel a, cl (a) .
cl (a) = {x € N/zRa}
Re s (r=aour+a=T=a2=7-a)
Dans le 2°™cas(z = 7 — a il faut que z € N)

[ A{a,7—a} sia<T
:>cl(a)—{ {a} sia>T7

2) Dans Z* on définit la relation < par:

a  b< adivise b ou b divise a.

caractériser 1’ensemble quotient Z* /S s’il existe?

La relation n’est pas transitive car: 2 & 10 et 10 & 5 mais 2 n’est pas en relation avec
5.

Alors la relation n’est plus une relation d’équivalence ce qui donne que ’ensemble quotient
n’existe pas.

Exercice 05: Soit ® la relation définie sur N* par:
r & y& dn eNtelque: y"= x.
(1) Montrer que ® est une relation d’ordre dans N*.

(2) Cet ordre est-il total ?

(3) Soit 'ensemble A = {2, 3, 5}. Déterminer s’ils existent, max A et min A pour 'ordre
D.

Preuve: Soit ® la relation définie sur N* par:

r ® y& dn eNtelque: y" = o

(1) Montrer que ® est une relation d’ordre dans N*.
a) @ est-elle réflexive?
® est réflexives Vo € N*, o & x?
VieN*=3In=l1cNtelque: z'=2=2® 1= & est réflexive
b) & est-elle antisymétrique?
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® est antisymétriques Vo, y € N*, r Py etyPr= xr=y?

soient z,y N*, six®y etyPr = dn; € Ntelque: y™ = x
etdny € Ntelque: 2=y = (™) " =y™ =z
= nme=1=>n=ny=1

= 1z =y = P est antisymétrique.

c) & est-elle transitive?
dest transitives Vr,y,z e Nz dyety ® z=2 o 2.

soient x,y,z € N7
xPyet ybz = dn; €Ntelque: y™ =z
etdIny € Ntelque: 2™ =y=(z™)" =z

dn = nmyeNtelque: z" ==z

= 1z ® 2z = ® est transitive
(2) Cet ordre est-il total 7
L’ordre n’est pas total car pour les deux entiers {2,3} on a ni 2 ®3 ni 3 ¢ 2.

(3) Soit 'ensemble B = {2, 3, 5}. Déterminer s’ils existent, Max B et Min B pour
I’ordre .

2®M =dn; eNtelque: M™ = 2= M =2
M estunmajorantde B< Ve e Bia P M =< 3PM =dny e Ntelque: M ™ =3 = M =3
5PM =dn3 €Ntelque: M ™= 5= M=5
Alors’ensemble des majorants est vide.
= SupB n’existe pas donc max B n’existe pas.
et on a m est un minorant de B < Vxr € Bm ¢ x
m®P2=dn; eNtelque: 2™ = m=>m=1,2,4,...
m®P3=dny, eNtelque: 3™ =m=m=1,3,9,...
m®5=dn3 € Ntelque: 5™ = m=m=1,5,25, ...
= m = 1( l'intersection entre les trois cas)
= InfB =1¢ B = Min B n’existe pas.

Exercice 06:  Dans un ensemble non vide E, on définit une relation binaire $; transitive et telle

que: V € E, xRz , c’est-a-dire aucun élément de E n’est en relation avec lui-méme
par la relation ¥;.

Montrer que la relation R, définie par: V (z,y) € E*,x Ry < (x R y ou z = y) est
une relation d’ordre.

Preuve:

R, est-elle réflexive? Montrons que: Vo € E? a¥fyx?

Ona:z=x= (xR zouzxr=y) < rRer.

Ry est-elle antisymétrique? Montrons que:. V(x,y) € E2,z Ry yet yRo x = 2=y



Ry & (z Ry youx =y)
et
yFox < (y Ry x ouy = x)
xRy yety Ry x = xRNy xcar Ry est transitive (contradiction avec 'hypothése)
ourfyyety=uz
ourx=yety RN x
our=yety==x
=1y
Ry est-elle transitive? Montrons que:V (z,y,2) € E3,x Ry y et yRy 2 = 2Ry 2.
Ry & (z Ry youx =y)
et
yRoz < (y RNy z ouy = 2)
rRiyety RNy 2z = RNy z car RNy est transitive
ouzfyyety=z=a% 2
our=yetyRN, z=>2 R 2
our=yety=z=xr==z
SR zouxr=z2= 2Ry 2.
Conclusion: R, est une relation d’ordre.

Exercice 07: Soit dans R? la relation définie par:
@y <(z'y)e@<az)ou(r=z'e y<y’)
(1) L’ordre est-il total 7 Justifer.
(2) Soit A= {(—1,1),(2,—1)} ,Déterminer, s’ils existent, sup A, inf A, max A, et min A.
Preuve:

1) L’ordre est total car: V (z,y),(z ',y ') € R? on a:

(z<2) = (zv,y)<(z',y’)

ou (¢ <z) = (z,y") <(z,y)

ou (r=x"e y<y') = (r,y)<(z'y)
ou(z=x"ety’ <y = (' y") <(x,y)

2) Puisque l'ordre est total alors cha que ensemble est ordonné d’ou: (—1,1) < (2,—1).
Alors: sup A =max A =(2,—1) et inf A =min A = (—1,1).

Exercice 08: Soit dans R? la relation définie par:

(ry) <@y )er<z' e y<y'

(1) Montrer qu'il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total 7

(2) Préciser deux minorants, deux majorants, bornes inférieure et supérieure de la partie:

A ={(1,2), 3, 1)}.



(3) La partie A posséde-t-elle un plus grand élément ? un plus petit élément 7.
Preuve: Soit dans R? la relation définie par:
() <(z'y)er<z e y<y'
(1) Montrer qu'il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total 7
a) < est-elle réflexive?
< est réflexives V(x,y) € R?) (z,y) < (z,y)?
V(z,y) ERP=2<x et y<y = (2,9) < (1,y) = < est réflexive

b) < est-elle antisymétrique?
< est antisymétriques ¥ (z,1), (2',4') € B2, (2,3) < (¢',9') et (z',/) < (2,9)

= (z,y) = (2',y')?

solent (z,y),(¢,y) € R st (v,y) <(@y)=r<a’ et y<y’
<zet y'<y=ax=2ety=1y
= (z,y) = (2/,y) =< est antisymétrique.

c) < est-elle transitive?
< est transitives V (z,y), (,y), (2", y") € R?, (z,y) < (2/,¢) et (2',¢) < (2", y")

= (r,y) < (2",y").

soient (z,y), (2", y"), (z",y") R?,
(z,9) (@y) =z <z’ et y<y’
ot (x’,y/) (m”,y”) - < 2 et y/ < y//

.%S:L‘” etygy”

b 4 A iAm

(z,y) < (2",y") =< est transitive

conclusion: < est une relation d’ordre qui est partiel car pour les deux couples:
(2,3) et (4,1) onani (2,3) <(4,1) ni (4,1) <(2,3).

(2) Préciser deux minorants, deux majorants, bornes inférieure et supérieure de la partie:

A ={(1,2), 3,1)}.
(M, Ms) est un majorant de A =V (x,y) € A, (x,y) < (M, My)

(,2) (M17M2)2>1§M1 et 2 <M,
= (,1) (Ml,MQ) =3< M et 1< M,
= (M, Ms) € R avec 3 < M et 2 < M,
= SupA = (3,2) ¢ A= MaxA n’existe pas.
(mq, my) est un minorant de A =V (z,y) € A, (my1,m2) < (x,y)



(ml,mg) < (1,2) =>m <1 et my <2
= (ml,mg)g (3,1) =>m; <3 et my <1

= (m1,ms) € Ravec m; < 1etmy <1
= InfA=(1,1) ¢ A= MinA n’existe pas.

TDn°3 " Les applications" 1lére année Algébre 1-2014-2015

Exercice 01: Soit £ un ensemble. Pour toute partie X de F, on note ¢ 'application caractéristique
de E dans {0, 1} définie par:

1 site X
VteE’g"X“):{o sitd X

Soit A et B deux sous ensembles de F tels que AN B #( et AUB # E.
(1) Montrer que: YA, B € P(E), Yinp = P4 -¥p -
(2) Montrer que: p7 =1— @ .

(3) En déduire que: ¢ 5 =904 +¥p -4 -Pp PUIS qUeIp g = ©4 — P4 - Pp-

Preuve: Soit F un ensemble. Pour toute partie X de E, on note ¢y 'application caractéristique
de E dans {0,1} définie par:

1 site X
VteE’*”X(t):{o sitd X

Soit A et B deux sous ensembles de F tels que ANB #(0 et AUB # E.

(1) Montrer que: VA, B € P(E), ¢anp = ¥4 -¥5 -

Vanp  E—{0,1} et ¢, .05 : E — {0,1} de plus:
( 1 site ANB
tcAetté B
ou
pans (=9 ¢ sitéd ANB={ t¢Aett¢B
ou
t¢ Aette B
( I1x1=1 site ANB
teAett¢ B
ou
teavs =900 sit¢ ANB={ t¢Actt¢B
ou
t¢ Aette B

\
= PanB = Pa -PB -

(2) Montrer que: p; =1— @, .



vi B —{0,1} etl — ¢, : E — {0,1} de plus:
1 site A 0 site A 1 site A
“0A<t>_{o sitg A LT ¢a <t>—{1 sitd A _{

(3) En déduire que:p,,p = 94 + 95 — @4 -Pp PUIS qUEP 1 g = Q4 — Q4 Pp.

Pavp =1 —¢cps =1 —oance =1 —wep X oz
=1-(1-pa)xX(1—pp)=pa +9p —Pa-p -
PaB=Pora=¥s X0a=(1—0p)Xps=04—0s ¢p.

e 02: EF2013-2014 On définit dans E la relation R par:
VA, Be E,AR B< 3f : A— B une fonction bijective.
Cette relation est-elle une relation d’équivalence?
Preuve:
1) R est reflexive car il suffit de prendre I'application identité de A vers A alors:
Jf =1d : A — A une fonction bijectives VA € E, AR A.
2) % est symétrique car si A ® B < 3f : A — B une fonction bijective.
= df ! : B — A une fonction bijective= B R A.
3) R est transitive car si AR B < 3f : A — B une fonction bijective

et si BR C < dg: B — C une fonction bijective .
= Jdh=go f: A— C une fonction bijective car si f injective= go f injective
et si g surjective alors g o f injective donc g o f bijective = A R C.

Exercice 03: Soit
f: R—=R et g:R—R

1
RN r

r—g (x)=3x—1
(1) f est-elle injective? surjective? Justifier.

(2) Montrer que g est- bijective. Déterminer g~ *.

(3) A-ton fog=go f? Justifier.

Preuve:

(1) f est-elle injective? surjective? Justifier.

f n’est pas injective car: —1 # let f(—1) = f(1)
et elle n’est pas surjective car: pour y = —2;Vz € R, f (z) # —2.

9

0 sitg A ~¥a=l7va



(2) Montrons que g est- bijective. Déterminer g~1.

g’ (x) =3 > 0= f est strictement croissante d’ou I'injectivité de f.

y=3r—1=q2="11

(3) A-ton fog=go f7 Justifier.

fog)=f(g()=fBr—1)= G575

= fog#gof

Exercice 04: Montrer que f de R dans |—1, 1] définie par:

xr
/ (I):m

Preuve:

a) f est elle injective?

VZEhZEQ S ]R, si f (Il) = f (Ig) = T1 = T

2

Soient x1, 12 € R, si f (x1) = f (x2) = 1f1\m1\ = 1f2‘12‘
( 1 _ T2 3 —
T —m81xlzoetx220:>x1—x2
e sixlzoethSO

1+ 21 1 — xo

1
11—z 1+ xzo

z1
. .\ 1—x 1 — xzo
jective.

b) f est elle surjective?

€2

ne convient pas que dans le cas ou x1, xo ont le méme signe
= 22 sixlg()etngO
ne convient pas que dans le cas ou x1, xo ont le méme signe
= sixz; <0etaxy <0x; =29

Montrons que: Vy € |—=1,1[,dz € R tel que: f (z) =y
Siye]-1,0[=2<0= 15 =y == 1L <0quiexistesi: y € ]-1,0]

1 -z

5 = Vy € R;dz € R tel que: g () =y. = g est surjective.

et go f(z)=g(f(2)=0(z5) =251

est bijective et déterminer sa réciproque.

= 11 = T9 = f est in-

Siye0,1l[=2>0= 7 =y=z= ;4 <0quiexiste si: y € [0,1]
conclusion: f est une application bijective avec:

7t -1,1[—R

- 05: EF 2013-2014 Soit h : R — R définie par: h (z) =

(1) h est elle bijective? Justifier.

(2) Si oui trouver A1, si non trouver les plus grands ensembles A et B tels que:

9

soit bijective et trouver ¢ .

A— B

v g ()=

10
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(3) L’application f : Z — N; x + |z| — [z] est-elle injective, surjective, bijective 7

Preuve: Soit h: R — R définie par: h (z) = I

(1) h est elle bijective? Justifier.

a) h est elle injective?

Vay,xg €ER, sih (x1) = h (x2) = 11 = x97

Soient x1, 29 € R, si h (z1) = h (x2) = \/EH = \/zgﬂ
2 2

= 22 =122 =1 =29

a:%il - x%j—l

= f est injective.

b) h est elle surjective?

Montrons que: Yy € R, 3z € R tel que: f (z) =y

f( )—y@ m—y (z et y ont le méme signe)= (22 +1) y* ==z
2 (1—y?) =y

=y # +1 et y € |—1, 1] pour garder les signe

2

doncsiy€|-1,1[ =z =%,/ 1yy
Conclusion: pour y € |—o0, —1] U [1, +00[ le & n’existe pas donc h n’est pas surjective.
d’ou h n’est plus bijective.

(2) g est une application bijective:

avec:
gt ]-1L,1[—R
y?
iz sty =0
v g (2) =
— lﬁyg siy < 0.

(3) L’application f : Z — N; z — |z| — [z] est-elle injective, surjective, bijective ?

L’application f : Z — N; z — |z| — [x] n’est pas injective car: 2 # 3 et f (2) = f (3) = 0.
L’application f : Z — N; z — |z| — [x] n’est pas surjective car:

f@ﬁ—{ 0siz>0

—2z si ¢ < 0 (donc une image qui est paire)
ce qui donne que: Yy =2k + 1€ N,Ve € Z, f (z) # v.
conclusion: f est ni injective ni surjective donc n’est pas bijective.

Exercice 06: Soient a, b, c et d des réels non nuls donnés, et soit f définie comme suit:
f : A—B
z = f (z)=

axr + ¢
br +d
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1) Comment doit-on choisir A pour que f soit une application?

2) Comment doit-on choisir a, b, ¢ et d pour que f soit une application injective?

3) Comment doit-on choisir a, b, ¢,d et B pour que f soit une application surjective?

4) Comment doit-on choisir a, b, ¢, d, A et B pour que f soit une application bijective?
Solution:

1) f est une application si Vo € A,Jy € B tel que y = f (x)
On remarque que f (x) existe pour tout x # —% = A=R - {——
2) f est injective & Vr,ye A, f (v)=f (y) =z =y

[ (@)= (9) = 25 = 85 = (aw 4 ) (by + d) = (b + ) (ay +
= abxy + adx + cby + cd = abxry + bex + day + cd

= adx + cby = bcx + day

= (ad — bc) x = (ad — be) y

Donc pour que z = y il suffit (ad — bc) # 0

Conclusion: pour que f est injective il faut que: (ad — be) # 0.

3) f est surjective & Vy € B,3x € A tel que: f (z) =y

f($)2y<=>gz_t;:y@ax+c:(bx+d)y<:>x:Zzi—bc

f est surjective@y;é%@B:]R—{%}.

4) f soit une application bijective < f est une application injective et surjective donc
A=R—{-4} (ad—bc)#0et B=R—{¢}.
7: (EF 2012-2013)
Soit f : F — F une application. Montrer que:
1) VBCFE,f ' (F~B)=FE~f'(B).
2) f est surjective & VB C F, f (f ~'(B)) = B.
Preuve:
Soit f : F — F une application. Montrer que:
1) VBCF,f Y (F~B)=E~f 1(B).

SoitBCF,f*1(F\B):{xEE/EIyGF\Btelquef(x):}
—{J:GE/yg_thelque x) =1y}
={reE/z¢ 1 (B)}=E~f " (B).

2) f est surjective & VB C F, f (f ~'(B)) = B.
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"= "hyp: f est surjective ; pb: VB C F, f (f 7' (B)) = B.
D’apres la question 2) VB C F, f (f " (B))=Bnf (E)

et puisque f est surjective alors f (F) = F.

=VBCF,f(f '(B)=BNF=Bcar: BCF.

"7 hyp: VB C F,f (f "' (B)) = B. ; pb: [ est surjective
Montrons que Vy € F, 3z € E tel que f () =y

Soitye F=yeBNf(E)=yef(f *(B))

= Jdz e f 1 (B)CEtelque f (z) =y.

= [ est surjective.

Exercice 08 : 0f : E — F une application, X C FetY C E.

(1) a) Montrer que: f(XNY)C f(X)nf () .
b) Donner un exemple pour lequel f (X NY) # f (X)Nf (V).

c) Montrer que si f est injective alors: f (X NY)=f (X)nf (V).
(2) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) [ est injective.
2) XnY =0 =fX)nf (Y)=0.
Y © X = f(X-Y)=f (X)—f (V).

(3) Montrer que: f est injective si et selement si VA C E, f ~! (f (4)) = A.

”? =7 Montrons que: VA C E, f 7' (f (A)) C A.

Soitz € f 1 (f (A)=3TFyef (A telque f (z)=y

= dr; € Atel que f (z1) =yet f (z)=y

= r = x7 car [ est injective

=z e A

D7 Soitzre A=Jy=f (z) € f (A

=z e f(f (4).

7 <7 Montrons que f est injective.

Soient x1,x9 € E, si f (z1) = f (x2) = f{x1} = f {x2}
= [T (fA{z}) = 7 (f{z2}) = {m) = {22} = 21 = 20,

d’ou f est injevtive.

Solution:
(1) a) Montrons que: f (X NY)C f(X)nf () .

Soitye f(XNY)=3dre XNY telque: f (z)=y

= dre XetdreYtelque: f(x)=y

= (dre Xtelque: f(x)=y)et (TreY telque: f (x)=1y)
=yef(X) e yef(k) =ye fX)N[().

b) Donner un exemple pour lequel f (X)Nf (Y)C f(XNY).
On pose: X ={0,1} et Y = {0, -1} avec: f (z) = |z].
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FX) = {01} et £ (V)= {0,1} = [ (X)N [ (V) = {0,1)

et XNY ={0}=f(XNY)={0}

conclusion: f (A)Nf (B)C f (ANB).

c) Montrer que si f est injective alors: f (X NY)=f (X)Nnf (V).
11 suffit de montrer que: f (X)Nf (Y)C f(XNY)

ye fFXO)NFY)=yef(X) et yef(Y)

= (dry € X tel que: f (x1) =vy) et (Jz2 €Y tel que: f (x2) =)
et puisque f est injective alors: 1 = x5 = @

=dre XetdreY telque: f(z)=1y

=dre XNYtelque: f(x)=y=ye f(XNY).

(2) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) f est injective.
2) XNY = 0 =fX)nf (Y)=0.
)Y ¢ X =fX-Y)=f(X)—f (V).
Montrons que: 1) =2) et 2)=3) et 3)=1)

a) Montrons que: [ f est injective] = [XNY =0 = f (X)Nnf (V) =10
Montrons par Pabsurde que [X NY =0 = f (X)Nf (Y) = 0]
SifX)NfY)#A0=3pecfX)Nf(Y)=30€ f(X)etIFe f(Y)
= Jdre Xtelque: f(x)=FetIyecY telque: f(y)=0=f(x)=f (v)
= x =y car f estinjective
=z XNY=XnNY #0.

b) Montrons que: [XNY =0 = f (X)Nf (V) =10

=V CX =fX-Y)=f X)-f ()

]
Montrons que: [Y C X = f (X =-Y)=f (X)—f (V)]
lercas: SiY=Xalors: f (X -Y)=f D) =0=f(X)—f Y)=f(X)—f(X)
2éme cas: SiY =0Qalors: f (X -Y)=f(X-0)=f(X)—f¥)=f(X)—f (0)

3éme cas: SiY CX avecY #0et Y #X

Montrons que: f (X —Y) C f (X)— f (Y)

Soit e f(X—-Y)carYCX=TJae(X—-Y)carY C X
tel que: f (a)=0F=3JacXeta¢Y telque: f (o) =p
=pef(X)etona: (X -Y)NY =0

= f(X=Y)n f (Y) =0 d’apres I'hypothese

S BEf (V) carfef (X—Y)=gef(X)—[ (V).
Montrons que: f (X)—f (Y)C f (X =Y)

Soit e f(X)—f(Y)=pcf(X)etf& [f(Y)=TacX
tel que: f (o) =petVAeY f(N)#p

= a # A pour tout A € Y tel que: f (o) =0
sac(X-Y)telque: f(a)=F=pcf(X-Y).

c) Montrons que: [Y C X = f (X =Y)=f (X)—f (Y)] = f est injective

14



On suppose que f n’est pas injective alors 3z # y et f () = f (y)
Ona: YV ={z},X={z,y} doncY C X

mais f (X —Y) = f ({y}) et f (X) = [ (Y)

= ({e}) = f Qey}) = (e}) — f (a}) car: f (2) = ()

= f(X)-f(V)=0=f(X-Y)#f(X)-[f ()

contradiction avec 1’hypotheése.

(3) Montrer que: f est injective si et selement si VA C E, f 7! (f (4)) = A.

Exercice 09: Partie A SUJET D’EXAMEN D’ACCES AUX GRANDES ECOLES 2011.

Soit £ un ensemble non vide et f une application de £ — E. Pour toute partie A non vide
de F,on pose: B=ANf (fl) ou:

A est le complémentaire de A dans E.

i) On suppose que f est injective.

a) Montrer que f ne posséde pas de point fixe dans B ( un élément X est un point fixe de
fsif(2) =)

b) Montrer que si A C f (A) alors B = ().

ii) On donne E = Z.

a) On suppose f (n) =2n,Vn € Z et que A = Im f. Déterminer B.

b) On suppose f (n) =2n + 1,¥n € Z et que A = 27Z. Déterminer B.

Solution:

Soit £ un ensemble non vide et f une application de £ — E. Pour toute partie A non vide
de F,on pose: B=ANf (fl) ou:

A est le complémentaire de A dans E.

i) On suppose que f est injective.

a) Montrons que f ne posséde pas de point fixe dans B ( un élément x est un point fixe de
fsif(2)=a).

Supposons par I’absurde que f posséde un point fixe dans B = Ja € B tel que: f (a) =«
=acdetacf(A)=acAdetIre A/ f(r)=a= z=acar f est injective

= a € Aet a € Adou la contradiction.

b) Montrer que si A C f (A) alors B = 0).

Par contrapos¢ si B# () = 3Jda€ B=ac A

etacf(A)=>acAetIzecAl f(z)=a
=acAetdx ¢ A/ f(x)=a=>acAetad¢ f (A)car f est injective

= AZ f(4).

ii) On donne £ = Z.

a) On suppose f (n) =2n,Yn € Z et que A = Im f. Déterminer B.
A=22=A=2Z+1=f (A)=4Z+2= B=4Z+2.

b) On suppose f (n) =2n+1,Vn € Z et que A = 27Z. Déterminer B.
A=2Z=A=2L+1=f (A)=4Z+3= B=0.

Exercice 10 : Soient Aet B € P (E) et f: P (E) — P (A)x P (B) définie par:

f (X)=(XNA, XNB).
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(1) Montrer que f est injective si et seulement si AUB =FE .
(2) Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ).

(3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective.Déterminer f
-1

Preuve:: Soient Aet B € P (E) et f: P(E) — P (A)x P (B) définie par:
f (X)=(XnA, XnB).

(1) Montrer que f est injective si et seulementsi AUB=FE .

"= "hyp: f est injective

Pb: AUB=F

"C” evident car Aet B € P (F).

"D ”Par I’absurde supposons que E n’est pas inclu dans AU B
alors: dr e Eetz ¢ AUB
=>JreFetxg¢Aeta g B={a}nA={z}nB=0=f ({z})
=({z}nA, {2}nB)=(0,0)=f (V) avec § # {z}

= f n’est pas injective (contradiction), ce qui implique que: AU B = E.
7<= "hyp: AUB=F

Pb: f est injective

Soient X1, Xy € P (F) avec f (X;) = f (X2)

= (XiNA XiNB)=(XonNA, XonB)=XiNA=X,NnA

et X1 NnB= Xg NnB

= (XiNA)UXiNB)=(Xo2NA)U(X2NB)

= X1 N(AUB) = X;N (AU B) (la distributivité)

= X1N(F)=XsN(E) = X; = Xy = f est injective.

(2) Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ().

"= "hyp: f est surjective

Pb: ANB=10

"D 7 evident car I’ensemble vide est inclu dans chaque ensemble.
"C ?Par I'absurde supposons que A N B n’est pas inclu dans ()
alors: Jr€e ANB={s}NA={z}={z}NB

Mais ({z},0) € P (A) x P (B) alors VY € P (E)

ona: f (Y)=(YNA YNB)+# ({z},0) car x € B

= f n’est pas surjective.

7 < "hyp: ANB=10

Pb: f est surjective

Supposons que f n’est pas surjective= 3 (Y1,Ys2) € P (A) x P (B)
et (Vi,Ys) # f (X),YX € P(E)

= (Y1,Ys) #(XNA XNB),VX € P(E)

en particulier si X =Y; UY,

= (11, Y2) # (1UYz) N A, (Y1UYs) N B)

maisY; € P (A),Ys € P(B)et ANB =1

= (Y, Y2) # (N AY; N B) = (11, Ya)

=-contradiction= f est surjective.
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(3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective.Déterminer f
-1

une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective est:
AUB=Eet ANB=0= A=CE.

Ona: f (X)=(XNA, XNB)=(Y,Ys) e P(A)x P (B)

= XNA=Y,et XNB=Y;et puisque AUB=F

= f1(V,Y,) =X =Y,UY,.

Exercice 11: Soient E, F, G trois ensembles et f : E — F, g : F — G deux applications.
(1) Montrer que: go f est injective = [ est injective.

(2) Montrer que: go f est surjective = ¢ est surjective.

(3) f et g sont bijectives = go f est bijective et (go f) ' =f o gL

Solution: Soient E, F, G trois ensembles et f : E — F, g : F' — G deux applications.
(1) Montrer que: go f est injective = f est injective.

Supposons par 'absurde que f n’est pas injective= Jxy, 19 € E avec x; # x9
et f(r1)=f (x2) = glf ()] =g[f (z2)]

car ¢ est une application alors go f (x1) =go f (x9)

= go f n’est pas injective. (contradiction)=- f est injective.

(2) Montrer que: go f est surjective = ¢ est surjective.

go f estsurjective=Vz € G,3z € E tel que: go f (z) =2
= g[f(x)]=2=3Jy= f(z) € F car f est une application et g (y) = 2
alors g est surjective.
(3) f et g sont bijectives = go f est bijective et (go f) ' =f 1o gL
Si f et g sont bijectives. Montrons alors que:
g o f est injective ensuite qu’elle est surjective?
Pour injective:
Soient x1, x5 € E avec x1 # xo = f (21) # f (x2) car f est injective
= g[f (z1)] # g[f (x2)]car g est injective= go f est injective .
Pour surjective:
Vz € G,3y € F tel que: g (y) = z car g est surjective
= Jdz € F tel que: g[f (z)] = z car f est surjective= go f () =2 = go f est surjective.
En plus si ona: hok = Id = k = h™!, ce qui fait pour notre exercice:

(gof) ' =(f" ogo(gof)=f"oldof=Id= (gof) ' =f tog
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