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Module : Analyse 03
Chapitre 00 : Fonctions de plusieurs variables

Généralités et Rappels des notions topologiques dans R":

Qu’est- ce que R" ?: Mathématiquement, n étant un entier non nul, on définit R™ comme le
produit cartésien de R par lui-méme n fois : R™ est I’'ensemble des vecteurs a n
composantes réelles. Que ce soit en Analyse théorique ou numérique comme en
informatique on manipule essentiellement des vecteurs, et on doit leurs appliquer des
traitements analogues a ce qu’on faisait avec les nombres : on doit savoir mesurer la
proximité de deux vecteurs, pour pouvoir parler de limite, continuité et dérivabilité d’une
fonction dont I’ensemble de départ n’est pas un intervalle de R mais un ensemble de
vecteurs.

Distance :
Dans R : La distance entre deux réels x et y est donnée par d(x,y) = |x — y|

Dans R? : La distance entre deux points X= (x, x,) et Y= (y;,y,) est donnée par
diX,Y) = \/(x1 —y1)2 + (x3—y,)?

Dans R"™ : La distance entre deux points X = (xq, x5, ... x,) et Y = (¥4, ¥, ... J,) est donnée
pard(X,Y) = «/(x1 —y1)% + (x3=y2)% + - + (xp—yp)?

Norme :

Définitionl : Soit (E, +,.) un R-espace vectoriel, on appelle norme sur E toute application N
de E dans R* telle que :

e VXEEN(x)=0 x=0g
e Va€eRVxeEN(ax)=|a| N(x)
e Vx€EVy€eEN(K+y)<N()+ N(y) (Inégalité triangulaire)

Définition 2 : La norme d’un élément X deR™ est sa distance a I’origine (Notons que R™ est
un R-espace vectoriel normé)

Normes usuelles de R™ : pour tout X = (xq,x5,...X,) € R™

n 2

> Lanorme euclidienne : notéeN, (X) = ||X]|, = 1 X}
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» Lanorme du max : notéeN, (X) = ||X|| = max;<;<n|x;l
» Lanorme « somme » : notéeN; (X) = [[X|l; = Xi,]xl

Ces trois normes sont équivalentes. (Deux normes N; N, sont dites équivalentes si et
seulement s'il existe A et B positifs vérifiant : VX € R", AN; (X) < N,(X) < BN; (X))

Boules ouvertes et fermées de R™ :

Définition 1 : On appelle boule ouverte de centre X, € R™ et de rayon r > 0, notée

B(X,,7), 'ensemble des points de R™ dont la distance a X, est strictement inférieure a r
B(Xo,r) = {X € Rnr ”X - XO” < T}

Exemples :

= Les normes usuelles étant confondues dans R avec la valeur absolue, donc la boule
ouverte B(x,, ) dans R n’est autre que l'intervalle ouvert Jx, — 7, xo + [
» DansR2, et en utilisant la norme euclidienne, la boule

B(X,, 1) = {X = (x,y) € R%/(x —x0)2 + (y — yo)? < r avec X, = (xo,yo)}est le

disque ouvert centré en X, et de rayonr.

= Laboule ouverte pour la norme du max (dansR?), est un carré. En effet :
[x — x| <7

X —Xollow <Tr e max (|x — xgl, |y — <r(=){
I oll { ol [y = ¥ol) et |y —yol <7

Or |x — x| < r caractérise une bande verticale de largeur 2r, limitée par les deux droites
X=Xxyg—retx=x,+7r .Deméme, |y — y,| < r caractérise une bande horizontale de
largeur 2r, limitée par les deux droitesy=y, —r et y = y, + r. L'intersection de ces bandes
est un carré dont le centre estX,.

Définition 2 : On appelle boule fermée de centre X, € R" et de rayonr > 0, notéeB (X,, 1),

I’ensemble des points de R™ dont la distance & X, est inférieure ou égalear B(X,,7) =
{X € Rnl ”X _XO” S r}

Voisinage d’un point : Le voisinage d’un point X, € R" est toute partie de R" contenant une
boule ouverte centrée en Xj.

Un voisinage de l'infinie sera une couronne {X € R", ||X|| > R avec R > 0 trés grand}

Ouvert ou partie ouverte de R™ : une partie U de R"est dite ouverte, lorsqu’elle est
voisinage de chacun de ses points.

Uouvert & (VXy, € U; 3r > 0,B(Xy, 7)) c U

e Par convention, I’ensemble vide @ et R" sont des ouverts deR™.
e Laréunion quelconque des ouverts est un ouvert.

e L’intersection finie des ouverts est un ouvert.

Analyse 03/A-U : 2014-2015 Page 2



Exemple :

L’ensemble U = {(x,y) € R%,x > yl}est un ouvert : c’est le demi plan situé au dessous de la
premiére bissectrice (privé de la droite).

Partie fermée de R" : F est dite partie fermée de R™ si son complémentaire dans R™ est un
ouvert.

Exemple :F = {(x,y) € R?,x < y} = R?\ U est un fermé.

Remarque :

» L'ensemble vide @ est un ouvert, son complémentaire dans R™ est R™ : doncR"™ est
un fermé. De méme, puisque R™est un ouvert son complémentaire @ est fermé.

» @ et R"sont les seules parties de R™ ouvertes et fermées en méme temps.

» Une partie quelconque de R™ n’a aucune raison d’étre ouverte ou fermée, on peut
trouver des parties qui ne sont ni ouverte ni fermée : I'intervalle semi ouvert n’est ni
ouvert ni fermé ; I'ensemble Q X @ n’est ni ouvert ni fermé.

Partie bornée : Une partie P de R™ est bornée lorsqu’elle est incluse dans une boule.
Autrement dit, Une partie P de R™ est bornée si et seulement si

dR > 0,vX € P,ona ||X|| £R.

Compact de R™ : Toute partie K de R™ non vide, fermée et bornée est dite compacte.

Fonctions réelles de plusieurs variables :
Définition :
Une fonction réelle de plusieurs variables est une application

f D € R" - R
X =Xy, X, Xn) — f(X)

D : domaine de définition de f.

Exemple :

e f(x,y) = 2(x + y) fonction a deux variables qui représente le périmétre d’un
rectangle de longueur x et largeur v, est définie surR?.

e f(x,y)= x;:yyz, fonction & deux variables définie sur R? \ {(0,0)}

e f(P,V,T) =PV —nRT : fonction de trois variables qui représente la loi du gaz
parfait, avec n est la quantité de matiére, R est une constante, V est le volume, P la
pression et T la température.
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Pour n=1:y = f(x) se présente par une courbe dans le planR?2.

Pour n=2: z = f(x,y) se présente par une surface dans I'espace R3

Pour n> 3 : la représentation graphique est difficile a visualiser.

Remarque : En fixant la valeur de z = f(x,y) = k, on obtient des courbes dites ligne de
niveau de la fonction f; notées L, = {(x,y) € R?, f(x,y) = k (k réel)}. Ce terme refléte
une réalité physique :

v Sur une carte topographique on les emploie pour indiquer Ialtitude ;

v Sur une carte marine, elle indique la profondeur (dite ligne de sonde) ;

v’ Sur une carte météorologique, les isobares qui relient les points d’égale pression
atmosphérique...

Exemple : la représentation ci-dessous est la surface z = sinx + cos (2x + y) et ses lignes

de niveau.

Continuité d’'une fonction réelle de plusieurs variables:
Définition : soit f une fonction définie au voisinage d’un point A € R", on dit que f est continue au
point A lorsque limy_, 4, f(X) = f(A)i.e:Ve > 0; 3a > 0; VX e B(4,a)ona|f(X)— f(A)| < ¢

S Ve>0VXE D, a> 0| X —All<a= |f(X)-f(A)]<¢

X1
XetA e R"doncX = (x1,%3 ..., %) et A= (aq,a;y ...,a,); X = A signifie {X2 = a

Xp = ap
Probléme : Dans R, f continue en A < limxiA fX) = limxiA f(X) = f(A) ;ily a un seul chemina
parcourir pour joindre X a A. Mais dans R™, X — A signifie que toutes les coordonnées de X tendent
vers les coordonnées de A a la fois et indépendamment : il y a une infinité de chemins a parcourir
pour faire tendre X vers A |, donc la définition n’est pas toujours facile a appliquer.

(x’yl)lgr(la’ b foy) # lim ;lgr;j fxy)
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Techniques utilisées dans la pratique :

y32 si (x,y) # (0,0)et £(0,0) = 0, montrons

X
x2+y
que f est continue en (0,0) . Soit M=(x,y), ||5ﬁ|| = W,
onalx| < W = ||W|| et |yl < ||W|| Donc |f(x,y) — f(0,0)| =
qui tend vers 0 quand M tend vers I’ origine.

Autrement dit : Ve > 0,3a = ¢ tq||0—ﬁ|| <a= |f(x,y)—f(0,0)] < ¢ doula continuité
de f en (0,0).
Changement de variables en coordonnées polaires (dans le cas de 2 variables):

Application de la définition : soit f(x,y) =

xy3
x2+y2

— 2
< [lom]|

{xzrcos@ r>0,60 €[0,2n]

y =rsinf
. x3y . r*cos30 sin@
Exemple 1 :hm(x_y)_,(olo) m = hmr_,o — =z =0
Exemple 2 : limy ) (0,0) ﬁ = lim,_,y cos 8 sin 8, dépend de 8 donc la limite n"existe pas.

Utilisation du développement limité : on définit sur R? \ {(0,0)} la fonction

flx,y) = x(i%);y) , on sait que siny —y = o(y?) au voisinage de 0 i.e il existe une

fonction ¢ telle que Vy € V(0),siny —y = y2e(y)avec £(y) y—>0 0. Et puisque |xy| <

xy?e(y)
x2+y2

< e
2 (x,y)~(0,0)

%(x2 + y?)on obtient : |f (x,y)| =

0. On dit dans ce cas que f

est prolongeable par continuité en (0,0).
Pour montrer gu’une limite n’existe pas il suffit de trouver deux chemins différents qui

donnent deux valeurs différentes de la méme limite. Par exemple ; pour montrer que la
2 2

limite lim 50,0y n’existe pas, faisons tendre d’abord (x,y) vers I'origine tout en

X
x2+4y2
restant sur I'axe (X'OX) d’équation y=0 d’ol f(x,0) = 1 — 1, puis en parcourant I'axe
X—
(Y’OY) d’équation x=0 on obtient f(0,y) = —1 — —1. Ainsi la limite n’existe pas. (la limite,
y—)

si elle existe, est unique)

Théoréeme : Soit f,g: D c R" - R

Si f et g sont continues en un pointA € R", alors f + g et f. g sont continues en A..

Si f est continue en A et f(A) # 0 alors ]1: est continue en A.

f est dite continue sur une partie D C IR" si et seulement si elle est continue en tout point
de D.
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Dérivées partielles :
Définition 1: Soit f: D ¢ R™ - R et soit A = (ay, a; ...ay) un point intérieur a Dy. Notons
gi: R - R

t—g,(t) =(as...,a_1,t,ai41, .- ap)

e . . . . . d
On appelle dérivée partielle premiére de f par rapport a sa i variable en A ; noteeé (ai,ay ...a,)
i

la dérivée de la fonction g; en a; :

f(@1 i, Qi+, 00) = F (1,05 )
h 7

of :
6—xi(a1, az - ay) = g';(a;) =limp_o

f (o +h,yo)—f(x0,50) ot

, o . ] .
Dans le cas d’une fonction a deux variables, é (%0, Vo) = limy_

h
9 . , h)— )
é (x();yo) — hmh—>0 f(x0,¥0+ ; S (x0,¥0)
xy .
si (x,y) + (0,0
Exemple : Soit f(x,y) = {x2+3’2 () # (0.0)
0si(x,y) = (0,0)
af _ .. f(0+h,0)—-f(0,0) af . f(0,0+h)—f(0,0)
g(0,0) = }lll_r}g A =0et @(0,0) = }lll_r}g A =0

Reégle : on calcule la dérivée partielle par rapport a la i*™ variable tout en fixant les autres, et en
dérivant la fonction a une seule variable ainsi obtenue.

Exemple : soit f(x,y) = y* définie sur R X R},

af _ x g — x-1
a(x,y) =(lny)y*et 2y xy)=xy

Remarque : Si une fonction réelle d’une seule variable est dérivable en un point alors elle est
continue en ce point, dans le cas d’une fonction de plusieurs variables I'existence des dérivées
partielles en un point n’implique pas la continuité en ce point !

a2y, (x,y) # (0,0)

Contre exemple : On reprend I'exemple de la fonction f(x,y) = {xzﬂ’z , qui n"est
0si(x,y) = (0,0)

pas continue a I'origine ; en effet limy,) 0,0y f(x,y) = lim,_, cos@sin@ ; bien que les dérivées

o of _ of P
partielles P (0,0)=0et % (0,0) = 0 existent.

Définition 2 : Soit U un ouvert, une fonction f: U € R™® - R est dite de classe C*(U) si toutes les
fonctions dérivées partielles premiéres existent et sont continues sur U.

Corollaire : Soit U un ouvert, une fonction f: U € R® - R.Si f est de classe C*(U) alors elle est
continue sur U.
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Dérivées partielles d’ordre supérieur : Si f est une fonction de deux variables, ses dérivées
partielles premiéres sont aussi des fonctions de deux variables, qui ont a leurs tours des dérivées
partielles, dites dérivées partielles secondes def, notées :

62f a of a*f a of
9x2  Ox 0x d0x0dy ax(
a*f o of 62f d af
(')y(')x ( ay (

Généralement : nombre de dérivées partielles = (nombre de variables)°T4re de aérivation

PP . . P . N 7] .
Définition : Si toutes les fonctions dérivées partielles premieres % sont de classe C! alors f est dite
i
de classe C?

Théoréme de Schwartz : Soient U un ouvert et f: U € R"™ - R une fonction de classeC? (U).

d%f 9%
6xi6xj - 6x]-6xi

Vi,j = ntqlqt],ona

Généralisation: f: U c R" — R est dite de classe C*(U) si et seulement si toutes les dérivées
partielles jusqu’a I'ordre k existent et sont continues.

Dérivée partielle d’une fonction composée :

Théoréme : Si la fonction f: R® — R est de classe C* sur un ouvert U, et si la fonction
y:it € R— y(t) = (x1(t),x5(t), ..., x5 (t)) € U est aussi de classe C(i.e les fonctions
x1(t),x5(t), ..., x,,(t) sont de classeC? ), alors la fonction composée :

n s . 7 s
R - R - R est de classe C! et sa dérivée est donnée par :

t=y(t) = foy(t) = f(xi(t), x2(0), ..., xn(£))
(fer)'(®) =2Xi 1af (21(0),22(8), ., % (). { (1)

Exemple : Soit F(t) = f(2 + cos(t),sin(t)) et f(x,y) = x? — y? + 3xy
F'(t) = % (x(t),y(t)).x'(t) + % (x(t),y(t)).y’(t)avec x(t) = 2 + cos(t)et y(t) = sint
F'(t) = —(Zx(t) + 3y(t)) sint + (Bx(t) - 2y(t)) = —4(1+cost)sint+ 3cos2t+ 6cost

Une 2°™ approche de la dérivation des fonctions composées dans R? :

On consideére la fonction f: (x,y) — f(x,y) de classe C! sur 'ouvert U c R?, et les fonctions
¢1: (u, v) — x(u,v)et @,: (u, v) — y(u, v) de classe Caussi. Notons la fonction
g: R? -

W) = glu,v) = £, v), y(w v)) : C'est le cas d’un changement de variables (x,y) en (u,v).
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La fonction g est de deux variables, donc la dérivée n’a aucun sens |.Mais, si on applique le théoreme
d’une fonction composée sur chacune des fonctions suivantes :

u— f(x(u, v),y(u, v)) et v— f(x(u, v),y(u, v)) , on pourra exprimer les dérivées partielles de

g en fonction des dérivées partielles de f :

du  0xou @au dx Oudx  dvox
109 _orx  of oy of _dg0u  dgov
kav ~Oxdv  dyov kay dudy OJdvady

09 _0fox  0of oy of _9gdu  9g0v
ou bien {

Cette méthode s’applique pour résoudre certaines équations différentielles aux dérivées partielles.

Exemple :Soit
f: R - . 1 . . e
une fonction de classe C+. En passant aux coordonnées polaires, simplifier
6 y) = f(x,y)
, . af a_f) . - . S af  _of _
I’'expression (x 5y Y 35) PUisen déduire les fonctions de classes C* vérifiant Xoy " Vox =

Posons f(x,y) = g(r,0) = g(/x? + y?,arctg (2))

d dgadr | dgao a ] d sin @
3 _249r | 2499 —f=—‘gc056+—g(——)
Donc ox or dx 00 0x = Ox ar a0 r
o _ 990 9096 9L _ 08 _gip gy 498 (028
ay dordy 000y ay ar a6 r
N d 3 C o
D’ou xé - yé =0 £ = 0 ce qui signifie que g est indépendante de 6

= g(r,0) =w(r) =w (VxT+y2) = f(x,y)

Dérivée directionnelle :

Dans le cas d’une fonction réelle d’une variable f: R — R, sa dérivée au point A € Dy, notée f'(4),
représente la pente de la droite tangente a la courbe de f au point (4, f(A)). Dans le cas d'une
fonction réelle de deux variables, la dérivée n’a pas de sens et la représentation graphique de la
fonction est une surface de I'espace : il existe une infinité de droite tangente a la surface en un
point ; en faitil y a un plan tangent.

Tangent Plane

z= f(x)
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Définition : Soit f:R™ — R définie au voisinage d’un point A = (a4, a; ...a,) et soit
U (uq,Usy ... Uy, ) un vecteur de R™. On appelle dérivée directionnelle de f suivant la direction de % au
point A, la dérivée en t=0 (si elle existe) de la fonction réelle:

t — f(a; + tuy,a, + tu,, ..., a, + tuy,). On la note

’ 1 flaq+tuy,ar+tu,,...ap+tuy)—f(aq,a;...a,)
fz(A) =limg

. , elle est dite aussi pente de f au point A

suivant la direction .

(A) — limt o flagttug,az+tuy)—f(ay,a;)

Dansle casn=2: f .

z = f(z, y)l

v
{(To, ¥o)

e 1/ !

S iZ — ?(110) 3N ff{’(A) — limt—>0 f(a1+t,a22_f(a1.a2) — % (a1: az)

Siu :_7(0,1) o fI_}(A) = 1imt—>0 f(a1,a2+t2—f(a1'a2) — Z_:,(all aZ)

Résultat : Les dérivées partielles premieres représentent les pentes de la fonction en un point suivant
les vecteurs de la base canonique de R"™.

Exemple : Calculer la dérivée directionnelle de f(x,y) = x? + xy suivant #(cos 8,sin 8); 8 € [0, 7]

fa(1,—1) =lim,, fQ+tcos 9’_1+tt5m O = o9 + sin 6 = V2 sin(6 + E)

La valeur f(1, —1) atteint une valeur maximale pour 6 = g

Interprétation géométrigque : En faisant varier 6 entre 0 et 1, on obtient tous les plans verticaux

tangents a la surface en A. La valeur de 8qui donne le max fﬁ'»(x, y) donne la ligne de la plus grande
pente au point (x,y).

Différentielle:
Définition : Soit U un ouvert, f: U c R" - Ret A = (ay,a;, ...a,) € U. Ondit que f est
différentiable en A si et seulement si :

flai+hq,a, +h2...an+hn)—f(a1,a2...an)—Z{‘ﬂ;—}Z(al,az...an) hy

limy(n, hy,...n)I-0 TR =0

C 21 f(a1+h1,az+hz)—f(a1'a2)‘%(al'az)hl_%(al’azmz 0
asn=2:lim -
lI(h1,h)lI-0 1(ha,h )
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Définition : Soit U un ouvert, f: U ¢ R™® - R une fonction de classe C1(U) et A € U On appelle
différentielle de f au point A I'application linéaire de R™ — IR notée Df, telle que :

DfatH = (hy,ohy) = Da(H) = 1a—f(A) h

Résultat : Si f est différentiable au point A, la dérivée directionnelle de f en A suivant U est
fi(A) = DR = Biky 35 (A)-u,
Théoréme : Soit U un ouvert, f:U c R*" - R

» f estdite différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.

> Toute application différentiable en un point de U est continue en ce point.

> f estdite de classe C1(U) si elle est différentiable sur U et sa différentielle est continue.
> Somme, produit, inverse et composée de fonctions de classe C! est de classe C?.

Différentielle d’ordre supérieur :

(m) m
Casn=2: Df = [nZL + kL[ = g b npiemr 2L cad

ay. dxPoym—p

of  of

Df = hot + k=~

f=hoetky

2

0% f 0% f 0%f 0% f
D2f = Z CPRPK2-P —p2 2k~ 4 j22 L
f 2 dxPoy2-p a2 T ox ay dy?

p=0

3
03 63 3 63 63
D3f = ) PRI f % apee 9T g 0T e 0T

. dxPoy3-p 0x3 d0%xdy 0x0%y ay3
p:
Casn=3:
_,of of of
Df‘hax+kay+laz
i o’f  ,0%f i i o*f
2 2 2 2
D*f =h 92 S+ k 377 +1 952 + thaxay+ Zklaya + Zhlaxaz

Développement limité :

» Danslecasn=1:f:U c R — Rdeclasse C™(U),x, € U. Le développement limité de la
fonction f au voisinage de x, a I'ordre m est donné par :

_ 2 — m
) = Fxo) + (x = 20)f" (o) + E25 (o) + ++ + E2Z £ () + 0((x = x0)™)
» Casn=2:f:U c R? > R declasse C"™ dans un voisinage de (x,, Vo) € U, le développement
limité de la fonction f au voisinage de (xg, yy) a I'ordre m est donné par :
1 1
f(xo+ h,yo + k) = f(x0,50) + DDf (x0,50) + ZD(Z)f(XO;YO) + ot ED(m)f(xo,YO) +
”(hl k)m”g(h, k): tq lim||(h,k)||—>0 g(hi k) =0
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» Donc le développement limité de la fonction f au voisinage de (x¢,Yo) a I'ordre 2 est donné
92
par 1f(x0 +hyo+k)= f(XOJyO) + h (xo')’o) + k (xo'J’o) +3 [hz f(xo')’o) +

2hke 2L (o, y0) + K2 5 (xo,yo)]+o(||(hk)2||>

Dans la pratigue : Pour éviter les calculs, on peut utiliser les techniques de calcul des DLN des

fonctions usuelles dans certains cas :

Exemplel : La fonction f(x, y) = e¥ cos x est une fonction de classe C* (R?), on peut calculer son
DL(2) au voisinage de(0,0) sans passer par I'application de la définition ; en effet :

2 = f(x,y) = (1 +y +y7><1—%)+o(||<x.y)2n)

{(ey_1+y+—+o(y2) 2
kcosx = 1—7+0(x2)

x2 yZ 5
= f(ry) =14y ==+ +o(lCx)?I)
Par identification avec la définition, on déduit (sans calcul)les vaIeurs— (0,0) = af} (0,00 =1,

92%f _ u _ 92%f _
5 (00) = —1,5- (0,0) = Let 7—-(0,0) = 0

1+x+y

Exemple 2 : Donner le DL(2) de f(x,y) = —,au voisinage de (0,0) :

1+x+y

T¥x—y 1+x+y) quand (x,y) € V(0,0)alors(x — y) € V(0)

1
flx,y) = TGy

fr,y)=AQ+x+y)A—(x—y)+ (@x—y)2+o(lCx,»)?ID
=1+ 2y —2xy+2y* +o(ll(x, »)*ID

Résultat : Si la fonction (x,y) +— f(x,y) est différentiable en(x,,y,) alors la surface d’équation
z = f(x,y) admet, en ce point, un plan tangent d’équation :

z = f(x0,¥0) + (x — xo) or (xo’}’o) + - J’O) o (XO:J’O)

Application aux calculs approchés :

Soit f une fonction réelle de deux variables admettant un DL au voisinage d’un point (xq, Vo) :

fGey) = fro.y0) + (x —x0) 3L (X0, 70) + (v = %0) 2 (x0,¥0) + oIl (x = %0,y = 7o) )
of of
= f,y) = flxo,y0) = (x— xo) (XO:YO) + - YO) (xo'YO)

of of
= Af = g(xo,YO)-Ax + @(xO' Yo)- Ay
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Exemple : Le rayon de la base d’un cone circulaire droit mesure 10 cm et la hauteur 25 cm, avec une
incertitude de 0.1cm, sur chaque mesure. Estimez I'incertitude sur le volume du cone calculé sur ces
valeurs.

2nrh

2
Ar +==Ah
comme I'erreur ne dépasse pas 0.1 cm, on a |Ar| < 0.1 et |Ah| < 0.1 d’ou AV = 20w cm? qui
représente |’erreur maximale commise.

N . nr2h v v
Le volume du cOne est donné par la formule V = - Donc AV = ;Ar + £Ah =

Extrema des fonctions réelles de plusieurs variables :
Définition : Soit U un ouvert, f:U c R™ - R.

e Ondit que f admet un maximum global en A si et seulement si VX € U; f(X) < f(4).
e Ondit que f admet un minimum global en A si et seulement si VX € U; f(X) = f(4).

Remarque : L’étude d’existence d’extrema global sur un domaine qui peut étre non borné n’est pas
facile a faire.

Exemples :

v’ lafonction f(x,y) = x? + y? admet un minimum global en (0,0),

car f(x,y) = £(0,0) = 0 V(x,y) € R% Mais lim,_,,o f(x,y) = + donc on a pas de
maximum global.
v Lafonction f(x,y) = xy nadmet pas d’extrema global car elle n’est pas bornée :

lim, o f(x,x) = +0 et lim, o f(x,—x) = —c0
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Définition : Soit U un ouvert, f:U c R - R

e Ondit que f admet un maximum local en 4 € U, s'il existe une boule ouverte
B(A,v) c Utq f(X) < f(A); VX € B(A,1).

e Ondit que f admet un minimum local en A € U, s'il existe une boule ouverte
B(A,r) cUtq f(X) = f(A); VX € B(A,1).

Proposition : Soit U un ouvert, f: U € R"™ - R de classe C1(U)

Si f admet un extrema local en un point A de U alors Vi = 1,n; %(A) =0
1A

Remarque :Aucune des hypothése ne doit étre omise ; en effet

[0,1] X [0,1] —
y) = fy)=x*+y
%(1,1) = Z—];(l,l) # 0 car[0,1] x [0,1] n’est pas un ouvert !.
f: R? -

(x,y) = flxy) = x|+ |yl
Z—i (0,0) et Z—; (0,0) n’existent pas car f n’est pas de classe C1(R?).

o Lafonction {f' , admet un maximum global en (1,1), mais

o Lafonction { f admet un minimum local en (0,0), mais

Définition : Soit f € C1(U) ; si toutes les dérivées partielles premiéres de f sont nulles en A, on dit
que A est un point critique de f.

D’aprés le DLd’ordre 2 ; si f est de classe C2(U) :

Fxo+ 3o + k) = £ 0,30 + DD F (e, 70) + 5 DO (e, y0) + ol ™)
Si(x0,¥o) est un point critique = DM f(x,,v,) = 0
d'ou f(xg+ hyy+k)— f(x,¥0) = %D(Z)f(xo,yo) Donc le signe du premier membre est le signe
de D@ £ (x0, ¥p).
Proposition : Soit U un ouvert deR™, f: U — R de classe C?(U) et soit A € U un point critique.
Qu(H) = DPF(A) = Bty 55 (A).27 + 2 Bicicjon 7 (A)- 2%,

» SilonaQu(X) > 0,VX # 0n alors f admet un minimum local en A.

» Silona Q4(X) < 0,VX # 0Rn alors f admet un maximum local en A.

» S'il existe des valeurs X, Y pour les quelles Q4(X) > Oet Q4(Y) < 0 (c-a-d Q4(X) n’est pas de
signe constant) alors A n’est ni min ni max : ¢’est un point selle.

Exemple : Trouver les extrema de la fonction

fl,y) =x2+y*sur U={(x,y) € R tqx? +y? < 1} = B((0,0); 1); f € C*(V).
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Déterminons d’abord les points critiques :

of
ax 0\} 2x =0 B
of (7 {4y3 _ 0= (x0,%0) = (0,0)
F
y

Qe0,0)(X) = Qo0,0)(h, k) = 2h? mais Qg 0)(0,k) = 0 Vk, bien que (0, k) # (0,0) donc on ne peut
rien conclure. Cependant on sait que x2 +y* = 0 = £(0,0) = f admet (0,0)comme minimum sur
D. Si le domaine considéré est un fermé, on ne peut pas appliquer la proposition !!, mais on étudie
I’existence d’extrema sur |’ouvert puis sur le bord :

Exemple : Trouvons les extrema de la fonction précédente sur U = {(x,y) € R? tq x> + y? < 1}.
Sur I'ouvert U I'étude est déja faite, et sur le bord i.e le cercle centré en (0,0) et de rayon 1, on a
x?2+y2=1& x2=1-y?, cequirevient a étudier la fonction g(y) = 1 —y2 + y*;y € [-1,1].

- . .3 1 . . .
Or g admet une valeur minimale égale a L poury = iﬁ et une valeur maximale égale a 1 pour

y =0 ouy = +1.0n en conclut que dans U la fonction admet un max aux points
(0,£1)et (£1,0)et un minau point (0,0).

Dans le cas de deux variables :
a*f N ,0%f a*f 0*f _ a*f

0%f
—+2 — = =
0x? hie d0x0y k dy? , ROtonS S 0x2’ r d0x0y ett dy?

Q(h k) = D*f = h?

k2t r 2 ts— 712
= 2f = 2 _— - = — 2
Q(h,k) =D f—s[h + +2hks] s[(h+ks) L k]

> SiA=ts—1r2>0ets>0= Q(h k) >0,Y(h k) # (0,0) dou f admet un minimum local
> SiA=ts—712>0ets<0= Q(h k) <0,V(h,k) # (0,0) et f admet un maximum local

> SiA=ts—12<0,Q(1,0)alesignedesetQ (—i, 1) a le signe de (—s) donc le point
critique est un point selle.

Exemple : trouver les extrema de f(x,y) = cosx cosy sur U = ]0,7[ X ]0,[. Ce domaine est un
ouvert, la fonction est de classe C2?(U).

o _ o)
ox —sinxcosy =0 _mm
of } = {— cosx siny =0 = (x0,Y0) = (2,2)
dy
0%f ;m m\ 0°f m @ 0%f mm
=322 3y 22) "3y @2 <0

. s « . Y[ .
Donc la fonction ne présente aucun extrema sur ce domaine, le point (;,E)est un point selle.

Analyse 03/A-U : 2014-2015 Page 14




Définition : Soit U un ouvert deR™, f: U — R de classe C?(U) et soit A € U .On appelle matrice
hessienne de f au point A, notée Hy(A), la matrice définie par :

s U0
02 ax? 4 Bxp0x4 (4)
Hy(4) = <6x-6x- (A))1<i<n - 5 :
R TN
= 9x,0xy, (4) 0x2 (

Définition : Soit M une matrice carrée. On appelle valeurs propres réelles de M, les solutions A de
I’équation polynomiale det(M — AI) = 0 avec I est la matrice identité.

Proposition : Soit U un ouvert deR", f: U — R de classe C2(U) et soit A € U.

e Sitoutes les valeurs propres de la matrice hessienne Hy(A) sont strictement positives, alors
f admet un minimum local en A.

e Sitoutes les valeurs propres de la matrice hessienne Hy(A) sont strictement négatives, alors
f admet un maximum local en A.

e S'il y a des valeurs strictement positives et d’autres strictement négatives, alors A est un
point selle.

ORSES

Fonction vectorielle de plusieurs variables :
Une fonction vectorielle de plusieurs variables f est une fonction de la forme :

Définiti Soit fUSRY - RE tel que X = ( ) et td ti
elnicion : Soi , e ue =(X1,..,X etn, son es entlers
X = f(X) = (LX), f(x)" ¢ 9 v Xn P

naturels supérieurs ou égaux a 1.

Exemplel : on peut définir la fonction f de R> — R? par
flx,y)=Qx+y,—x+e*Y)
Exemple2 : Soit f la fonction de R3® — R?, telle que f(x,y,z) = (%,ycos(x - Z))

Continuité : On dit qu’une fonction vectorielle f, définie sur un voisinage de a, est continue au
point a lorsque :

Ve > 0,3a > 0 tel que pour toutx € B(a,a)ona||f(x)— f(a)|] < e .

» Cedci signifie que la fonction f est continue au point a (resp sur U) si et seulement si chacune
des composantes f;,(i=1,...,n) de f est continue en a (resp sur U).

» Toutes les opérations algébriques sur les fonctions continues (somme, produit,
composition,...) restent valables pour les fonctions vectorielles continues.
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Exemple : L'application f: R3 — R3 définie par f(x,y,z) = (cosxcosz,e"z‘y‘z, 2) est continue
sur R3 car chacune de ses composantes est continue sur R3.

Différentielle d’'une fonction vectorielle:

Définition : On dit que I'application f définie au voisinage de a € R™ et a valeurs dans RP est
différentiable au point a lorsque chacune de ses composantes f3, f3, ..., fp est différentiable en ce

point.

Matrice Jacobienne :0n appelle la matrice jacobienne de f: R™ = RP au point a € R™ la matrice
a p lignes et n colonnes :

0f1 0f1 df1
9%, (a) o, (@) ... %, (a)
1 0f 0f> 0f,
Jr(a) = i a_xl(“) a_xz(a) a_xn(a) i
af; f, af;
\a—xi(a) a—;;(a)... a—é(a)/

La premiere colonne contient les dérivées partielles des coordonnées de f par rapport a la premiere
variable x4, la deuxiéme colonne contient les dérivées partielles des coordonnées de f par rapport a

la deuxieéme variable x, et ainsi de suite.

Exemple :

a) Soit la fonction définie par f(x,v) = (x? + xcosy,e*~Y,y3x) Son jacobien est la matrice a 3

lignes et 2 colonnes :

2x + cosy —xsiny
y? 3y*x

b) Calculons le jacobien de la fonction f définie par

f(r,8,p) = (rcosOcose, rsinfcos, rsing)(Il s’agit du passage en coordonnées

spheériques).

cosfcosp —rsinfcosp —rcosOsing
Je(r,0,9) = (sinecosq) rcosfBcosg —rsinesimp)
sing 0 rcos@

Définition : f est dite de classe C! sur I'ouvert U de R™ lorsque chacune des applications

coordonnées fi, f3, ..., fp est de classe C! sur U.

Théoréme : Une fonction de classe C* sur un ouvert U de R™ et a valeurs dans RP est différentiable
en chaque point de U.
La différentielle de f au point a est une application linéaire de R™ dans R? dont la matrice sur les
bases canoniques de R™ et RPest la matrice jacobienne /¢(a) et on a
<hl>
hn,

0fi 0f1
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pour tout H € R, df (a)(H) = Jf(a).H =

afp. . afp:
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Différentielle d’'une application composée : Soit f une application de classe C* sur un ouvert U
de R™ a valeurs dans de RP . Soit g une application de classe C! sur un ouvert de RPcontenant f(U)
et a valeurs dans de R9.

Alors la fonction composée g o f définie sur U et a valeurs dans de RY, est de classe C'sur U et sa
matrice jacobienne est donnée, pour tout a€U par :

Jgor (@) = J4(f (@) X J£(a)

Exemple : Soit g I'application de R? dans lui-méme définie par g(u, v) = (u? + v%,u? — v?).
Calculer le jacobien de I'application h de R? dans lui-méme définie par h(x,y) = g(x + v, xy).

La fonction h est la composée de g par I'application f de R? dans lui-méme définie par :

f(x,¥) = (x +y,xy) et dont le jacobien est la matrice : J¢(x,y) = (}11 i) et de la fonction g dont
2u  2v )

le jacobien est : J,(u,v) = (Zu —2v

La fonction est de classe C* et son jacobien est donné par :

JnGoy) =Jg(x +y,xy) X J(x,y) = (;Z —221711) (}11 916>

Expression dans laquelle il faut remplacer u par x+y et v par xy :
2(x +y) + 2xy? 2(x+y) + 2yx?

Jn(x,y) = 2 2
2(x+y)—2xy* 2(x+y)—2yx

explicitement h(x,y) = ((x + y)? + x%y?,(x + y)? — x%y?)

> ce que I'on pouvait directement en calculant

Opérateurs différentiels :

= (2,2,2),7 = (L,2,2) = gradf ot o
Nabla: V= (ax’ay’az)’ f= (ax’ay'az = gradf ou f est un champs scalaire.(i.e : f est une

fonction de R® — R)

ien A= 2o L 0% L 0% o 0% 0°F  O°F . i
Laplacien : A= P + 372 + Pyt Af = Py + 372 + 552 Ol f est un champs scalaire.
. i 2 O0fi L0 L Ofs _ SR o o
Divergence : Divf=—"=+ "2+ =2 =Vf ol f = (fi, f2, f3) un champs vectoriel (i.e : f est une

dx ady 0z
fonction de R® — R3)).

. 2 = 2 (0 of, 0 af; 0 0
Rotationnel :rotf =VAf = (a—f—a—f,a—f—a—’:’,a—f—a—};)
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