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École Préparatoire en Sciences et Techniques de TlemcenDépartement de PhysiquePhysique II - TD No 1

Exercice 01 :1. calculer l'intégrale suivante :
I =

∞
∫

−∞

e−x2

dxL'objectif de cet exercice est de montrer qu'en passant d'un système de coordonnées, en l'occurrence lesystème de coordonnées cartésiennes vers le système de coordonnées polaires, il est possible de calculerfacilement cette intégrale gaussienne. En e�et, l'astuce est de calculer I2, c'est à dire
I2 =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

e−(x2+y2) dx dyCeci est une intégrale de la fonction e−(x2+y2) sur la surface in�nie qu'est le plan xOy. L'élémentin�nitésimal de cette surface dans le système de coordonnées cartésiennes est dS = dx dy. On peutbalayer cette même surface in�nie en utilisant les coordonnées polaires (ρ, θ), où ρ varie entre 0 et +∞alors que θ varie entre 0 et 2π. L'élément de surface in�nitésimal est égal à dS = ρ dρ dθ et x2+y2 = ρ2.Ce qui nous permet de réécrire l'intégrale I2 sous la forme :
I2 =

2π
∫

0

dθ

∞
∫

0

e−ρ2 ρ dρ = 2π

∞
∫

0

e−ρ2 ρ dρEn faisant le changement de variable suivant u = ρ2 avec du = 2ρdρ ; ou encore ρdρ =
du

2
, nousobtenons

I2 = π

∞
∫

0

e−u du = π
[

− e−u]∞0 = πCe qui en�n donne
I =

√
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PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Exercice 02 :Véri�er l'égalité suivante dans le système de coordonnées cartésiennes :
~A ∧ ( ~B ∧ ~C) = ~B( ~A · ~C)− ~C( ~A · ~B)Prenons les vecteurs :

~A = Ax
~i+Ay

~j +Az
~k,

~B = Bx
~i+By

~j +Bz
~ket

~C = Cx
~i+ Cy

~j + Cz
~kLe calcul des produits scalaires nous donne :

~A · ~B = AxBx +AyBy +AzBzet
~A · ~C = AxCx +AyCy +AyCyCe qui nous amène à écrire

~B( ~A· ~C) = (AxBxCx+AyBxCy+AyBxCy)~i+(AxByCx+AyByCy+AyByCy)~j+(AxBzCx+AyBzCy+AyBzCy)~ket
~C( ~A· ~B) = (AxBxCx+AyByCx+AzBzCx)~i+(AxBxCy+AyByCy+AzBzCy)~j+(AxBxCz+AyByCz+AzBzCz)~kD'autre part, on calcule le produit vectoriel

~B ∧ ~C = (ByCz −BzCy)~i+ (BzCx −BxCz)~j + (BxCy −ByCx)~ket
~A∧( ~B∧ ~C) = (AyBxCy−AyByCx−AyBzCx+AyBxCz)~i−(AxBxCy−AxByCx−AzByCz+AzBzCy)~j+(AxBzCx−AxBxCLa comparaison entre les deux expressions nous permet de véri�er qu'elles sont bien identiques.Exercice 03 :On donne les vecteurs unités dans le système de coordonnées cylindriques comme :































~uρ = cos θ~i+ sin θ~j

~uθ = − sin θ~i+ cos θ~j

~uz = ~kpage 2 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Calculons les produits scalaires suivants :
~i · ~uρ = cos θ, ~i · ~uθ = − sin θ, et ~i · ~uz = 0

~j · ~uρ = sin θ, ~j · ~uθ = cos θ, et ~j · ~uz = 0

~k · ~uρ = 0, ~k · ~uθ = 0, et ~k · ~uz = 1Mais on sait que
~i = (~i · ~uρ)~uρ + (~i · ~uθ)~uθ + (~i · ~uz)~uzce qui donne

~i = cos θ~uρ − sin θ~uθet
~j = (~i · ~uρ)~uρ + (~j · ~uθ)~uθ + (~j · ~uz)~uzce qui donne

~j = sin θ~uρ + cos θ~uθet
~k = (~k · ~uρ)~uρ + (~k · ~uθ)~uθ + (~k · ~uz)~uzce qui donne

~k = ~uzExercice 04 :1. Calcul de la surface latérale d'un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le système decoordonnées cylindriques :l'élément in�nitésimal de la surface latérale d'un cylindre de rayon R est égal à
dSr = (Rdθ) · dzd'où la surface latérale d'un cylindre de hauteur L et de rayon R est égale à

S =

L
∫

0

dz

2π
∫

0

Rdθ = 2πRL2. Calcul de la surface latérale d'un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le système decoordonnées cartésiennes :l'élément in�nitésimal de la surface latérale d'un cylindre de rayon R est égal à
dSL = ds · dzavec

ds =
√

dx2 + dy2 = dx

√

1 +

(

dy

dx

)2page 3 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016et
x2 + y2 = R2ce qui donne

2x dx+ 2 y dy = 0ou encore
dy

dx
= −x

yen remplaçant ceci dans l'expression de ds, on obtient
ds =

√

dx2 + dy2 = dx

√

1 +

(

x

y

)2

= dx

√

1 +
x2

R2 − x2
= dx

√

R2

R2 − x2
= R

dx√
R2 − x2la symétrie du cylindre par rapport à l'axe des z nous permet de calculer la moitié de sa surface,ensuite la multiplier par deux pour avoir l'expression de la surface entière, d'où

1

2
S =

L
∫

0

dz

R
∫

−R

R
dx√

R2 − x2
= L

R
∫

−R

dx
√

1−
( x

R

)2Faisons le changement de variable suivant :
sin(t) =

x

Rce qui donne
d sin(t) = cos(t)dt =

dx

Rou encore
dx = R cos(t)dtet l'intégrale ci-dessus devient

S = 2LR

π

2
∫

−

π

2

dt = 2πLR3. il est donc préférable de travailler dans le système de coordonnées cylindriques quand il s'agitd'un système de symétrie cylindrique, ou qui a carrément la forme d'un cylindre.Exercice 05 :Dans le système de coordonnées cylindriques, le vecteur position du point A(0, 0, h) sur l'axe des zest donné par : −→
OA = h~uzpage 4 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016alors que le vecteur position du point B(ρ, θ, 0) est donné par :
−−→
OB = ρ~uρOn obtient donc −−→

AB =
−→
AO +

−−→
OB = −−→

OA+
−−→
OB = −h~uz + ρ~uρLe vecteur unité porté par le vecteur −−→AB est donné par :

~u =

−−→
AB

|−−→AB|
=

−h~uz + ρ~uρ
√

ρ2 + h2Exercice 06 :Exprimer en coordonnées cylindriques le vecteur ~A, donné en coordonnées cartésiennes par :
~A = y~i+ x~j +

x2
√

x2 + y2
~kLes relations entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques s'écrivent sous la forme































x = ρ cos(θ)

y = ρ sin(θ)

z = zLeurs variations in�nitésimales s'écrivent donc






























dx = cos(θ)dρ− ρ sin(θ)dθ

dx = sin(θ)dρ+ ρ cos(θ)dθ

dz = dzUn déplacement in�nitésimal s'écrit comme
d~̀= dx~i+ dy~j + dz~kqui, après réarrangement, aura la forme

d~̀=
(

cos(θ)~i+ sin(θ)~j
)

dρ+
(

− sin(θ)~i+ cos(θ)~j
)

ρdθ + ~kdzceci nous permet d'écrire le déplacement in�nitésimal d~̀ dans le système de coordonnées cylindriquessous la forme :
d~̀= dρ~uρ + ρdθ~uθ + dz~kpage 5 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016par identi�cation, les vecteurs unitaires orthogonaux formant le trièdre direct s'écrivent sous la forme






























~uρ = cos(θ)~i+ sin(θ)~j

~uθ = − sin(θ)~i+ cos(θ)~j

~uz = ~kRappelons que






























~i =
(

~i · ~uρ
)

~uρ +
(

~i · ~uθ
)

~uθ +
(

~i · ~uz
)

~uz = cos(θ)~uρ − sin(θ)~uθ

~j =
(

~j · ~uρ
)

~uρ +
(

~j · ~uθ
)

~uθ +
(

~j · ~uz
)

~uz = sin(θ)~uρ + cos(θ)~uθ

~k =
(

~k · ~uρ
)

~uρ +
(

~k · ~uθ
)

~uθ +
(

~k · ~uz
)

~uz = ~uzNotons que
x2 + y2 = ρ2et en remplaçant dans l'expression du vecteur ~A, nous obtenons

~A = ρ sin(θ) [cos(θ)~uρ − sin(θ)~uθ] + ρ cos(θ) [sin(θ)~uρ + cos(θ)~uθ] + ρ cos2(θ)~uzou encore
~A = [ρ sin(θ) cos(θ) + ρ cos(θ) sin(θ)] ~uρ + [−ρ sin(θ) sin(θ) + ρ cos(θ) cos(θ)] ~uθ + ρ

[

cos2(θ)
]

~uzaprès réarrangement, on obtient
~A = 2ρ sin(θ) cos(θ)~uρ + ρ

[

cos2(θ)− sin2(θ)
]

~uθ + ρ cos2(θ)~uzExercice 07 :1. Exprimer les coordonnées sphériques r, θ et ϕ en fonction des coordonnées cartésiennes x, y et
z.Un point M dans l'espace est repéré dans le système de coordonnées sphériques par trois coor-données :(a) le rayon r qui est la droite reliant le point M à l'origine O et qui varie entre 0 et ∞(b) la latitude θ qui est l'angle que fait le rayon r (droite OM) avec l'axe de z et variant entre

0 et π(c) la longitude ϕ qui est l'angle que fait la droite résultant de la projection du rayon r sur leplan xOy et l'axe des x, et qui varie entre 0 et 2π. Ceci est la convention des physiciens.page 6 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Les vecteurs unitaires composant le trièdre en coordonnées sphériques sont(a) ~ur est le vecteur unitaire dans la direction de la variation du rayon r.(b) ~uθ est le vecteur unitaire perpendiculaire à r dans la direction de la variation de l'angle θ.(c) ~uϕ est le vecteur unitaire perpendiculaire à la droite résultant de la projection de r sur leplan xOy dans la direction de la variation de l'angle ϕ.Ces trois vecteurs sont orthogonaux les uns aux autres selon les formules suivantes
~ur ∧ ~uθ = ~uϕ, ~uϕ ∧ ~ur = ~uθ et ~uθ ∧ ~uϕ = ~urLe vecteur position d'un point est donné par ~OM = r~urEn projetant ce vecteur sur l'axe des z, nous obtenons z = r cos(θ).En projetant ce vecteur sur le plan xOy, nous obtenons r sin(θ), ensuite en projetant cette droitesur l'axe des x, nous obtenons x = r sin(θ) cos(ϕ), et en projetant la même droite sur l'axe des ynous obtenons y = r sin(θ) sin(ϕ)2. Retrouver l'expression du carré de l'élément di�érentiel d`2 dans ce système de coordonnées.Dans le système de coordonnées cartésiennes, l'élément di�érentiel (vecteur de déplacement in�-nitésimal) s'écrit sous la forme :

d~̀= dx~i+ dy~j + dz~kavec






























dx = sin(θ) cos(ϕ)dr + r cos(θ) cos(ϕ)dθ − r sin(θ) sin(ϕ)dϕ

dy = sin(θ) sin(ϕ)dr + r cos(θ) sin(ϕ)dθ + r sin(θ) cos(ϕ)dϕ

dz = cos(θ)dr − r sin(θ)dθet
(d`)2 = d~̀ · d~̀= (dx)2 + (dy)2 + (dz)2Après un calcul long mais direct, nous obtenons :

(d`)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sin2(θ)(dϕ)23. Retrouver les expressions des vecteurs unitaires en coordonnées sphériques :En utilisant les expressions des variations des coordonnées cartésiennes établies ci-dessus, nouspouvons écrire
d~̀= dx~i+ dy~j + dz~k = [sin(θ) cos(ϕ)dr + r cos(θ) cos(ϕ)dθ − r sin(θ) sin(ϕ)dϕ]~i+

[sin(θ) sin(ϕ)dr + r cos(θ) sin(ϕ)dθ + r sin(θ) cos(ϕ)dϕ]~j + [cos(θ)dr − r sin(θ)dθ]~kce qui, après réarrangement, donne
d~̀=

[

sin(θ) cos(ϕ)~i+ sin(θ) sin(ϕ)~j + cos(θ)~k
]

dr+

[

cos(θ) cos(ϕ)~i + cos(θ) sin(ϕ)~j − sin(θ)~k
]

rdθ +
[

− sin(ϕ)~i+ cos(ϕ)~j
]

r sin(θ)dϕpage 7 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016de l'expression de (d~̀)2 établie ci-dessus, on déduit que
d~̀= dr~ur + r dθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕpar identi�cation, on trouve les expressions des trois vecteurs unitaires































~ur = sin θ cosϕ~i+ sin θ sinϕ~j + cos θ~k

~uθ = cos θ cosϕ~i+ cos θ sinϕ~j − sin θ~k

~uϕ = − sinϕ~i+ cosϕ~jOn peut véri�er que ces trois vecteurs sont unitaires ( de module unité) en calculant leurs modulesrespectifs.D'autre part, la di�érentielle totale du vecteur position est donnée par
d~̀=

∂~̀

∂r
dr +

∂~̀

∂r
dθ +

∂~̀

∂ϕ
dϕPar identi�cation, on obtient les expressions suivantes

~ur =
∂~̀

∂r
, ~uθ =

1

r

∂~̀

∂θ
et ~uϕ =

1

r sin(θ)

∂~̀

∂ϕ4. Faire les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitaires.
d~ur

dt
= θ̇ cos(θ) cosϕ~i− ϕ̇ sin(θ) sinϕ~i+ θ̇ cos(θ) sin(ϕ)~j + ϕ̇ sin(θ) cos(ϕ)~j − θ̇ sin θ~kou encore

d~ur

dt
= θ̇~uθ + ϕ̇ sin(θ)~uϕDe la même manière, on peut véri�er que

d~uθ

dt
= −θ̇~ur + ϕ̇ cos(θ)~uϕet

d~uϕ

dt
= −ϕ̇

[

cos(ϕ)~i + sin(ϕ)~j
]5. Utiliser les coordonnées sphériques pour trouver la surface d'une aire découpée sur une sphèrede rayon R et dé�nie par θ1 ≤ θ ≤ θ2 et ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2.L'élément di�érentiel de surface pour un rayon r constant est donné par :

dSr = (rdθ) · (r sin(θ)dϕ)On peut se convaincre de la véracité de l'expression, en remarquant que
d~̀= dr~ur + r dθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕpage 8 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016et que sur une surface où le rayon est constant, la variation se fait exclusivement suivant lesdirections ~uθ et ~uϕ. Pour un rayon r = R, la surface d'une aire découpée sur une sphère de rayon
R et dé�nie par θ1 ≤ θ ≤ θ2 et ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 est égale à

S =

ϕ2
∫

ϕ1

dϕ

θ2
∫

θ1

R2 sin(θ)dθou encore
S = R2 (ϕ2 − ϕ1) (cos(θ1)− cos(θ2))Dans le cas où θ1 = 0 et θ2 = π, ϕ1 = 0 et ϕ2 = 2π, on aura

S = 4πR26. Établir l'expression donnant le volume d'une sphère de rayon R à partir du volume di�érentiel.
V =

R
∫

0

r2 dr

π
∫

0

sin(θ)dθ

2π
∫

0

dϕ =
4

3
πR3Exercice 08 :Soit le champ : ~E(x, y, z) =

1

x
~i+

1

y
~j +

1

z
~kPar dé�nition, le gradient d'un scalaire dans le système de coordonnées cartésiennes est donné par :

~gradV = ~∇V =
∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~kalors que le déplacement in�nitésimal est donné par :

d~̀= dx~i+ dy~j + dz~ket la di�érentielle totale de V est donnée par :
dV =

∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dzRemarquons que

~gradV · d~̀=
(

∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~k

)

(

dx~i+ dy~j + dz~k
)

=
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz = dVPar hypothèse

~E(x, y, z) = −~∇VMultiplions les deux membres de cette équation par d~̀,
~E(x, y, z) · d~̀= −~∇V · d~̀= −dVpage 9 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016L'intégrale par rapport à d~̀ donne :
∫

dV = −
∫

~E(x, y, z) · d~̀= −
∫

(

1

x
~i+

1

y
~j +

1

z
~k

)

· d~̀ce qui donne
V = −

∫

dx

x
−

∫

dy

y
−

∫

dz

zou encore
V = − ln |x| − ln |y| − ln |z|+ cste = − ln |x y z|+ csteLa constante est dé�nie par les conditions aux limites du problème traité.Exercice 09 :Un point M(x, y, z) étant repéré par le rayon vecteur ~r = ~OM , de module r =

√

x2 + y2 + z2(a) calcul de ~∇r

~∇r =
∂r

∂x
~i+

∂r

∂y
~j +

∂r

∂z
~kCalculons les composantes de ce vecteur :

∂r

∂x
=

x

r
,

∂r

∂y
=

y

r
et ∂r

∂z
=

z

rce qui donne
~∇r =

x

r
~i+

y

r
~j +

z

r
~k =

~r

r
= ~ur(b) calcul de ~∇

(

1

r

)

~∇r =

∂

(

1

r

)

∂x
~i+

∂

(

1

r

)

∂y
~j +

∂

(

1

r

)

∂z
~kCalculons les composantes de ce vecteur :

∂

(

1

r

)

∂x
= − x

r3
,

∂

(

1

r

)

∂y
= − y

r3
et ∂

(

1

r

)

∂z
= − z

r3ce qui donne
~∇
(

1

r

)

= − x

r3
~i− y

r3
~j − z

r3
~k = − ~r

r3
= −~ur

r2(c) calcul de ~∇ ln r

~∇ ln r =
∂ ln r

∂x
~i+

∂ ln r

∂y
~j +

∂ ln r

∂z
~kpage 10 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Calculons les composantes de ce vecteur :
∂ ln r

∂x
=

x

r2
,

∂ ln r

∂y
=

y

r2
et ∂ ln r

∂z
=

z

r2ce qui donne
~∇ ln r =

x

r2
~i+

y

r2
~j +

z

r2
~k =

~r

r2
=

~ur

r1. l'application de l'opérateur ∇ à une fonction scalaire donne un vecteur ( gradient de cette fonc-tion) dirigé dans la direction de la variation maximale de cette même fonction dans l'espace. Sonmodule donne le taux de variation de cette fonction dans cette direction. Le vecteur gradient dela fonction est perpendiculaire à la direction de variation nulle. On peut véri�er ça sur le cas du
~∇r.2. tracer les allures des champs résultant. Commenter.Exercice 10 :En explicitant la relation

dU = ~∇U · ~dldonner l'expression du gradient :1. en coordonnées cylindriques (ρ, θ, z) : la variation in�nitésimale d'une fonction U dépendant descoordonnés cylindriques est donnée par (di�érentielle totale) :
dU =

∂U

∂ρ
dρ+

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂z
dzmais on sait aussi que

dU = ~∇U · d~̀Soient Aρ, Aθ et Az les composantes du vecteur gradient de la fonction U , tel que :
~A = ~∇U = Aρ~uρ +Aθ~uθ +Az~uzet le déplacement in�nitésimal (élémentaire) d~̀ dans le système de coordonnées cylindriques estdonné par

d~̀= dρ~uρ + ρdθ~uθ + dz~uzle produit scalaire des deux dernières expressions ci-dessus donne :
~∇U · d~̀= Aρdρ+Aθρdθ +Azdz = dUd'autre part on a

dU =
∂U

∂ρ
dρ+

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂z
dzpar identi�cation, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :

Aρ =
∂U

∂ρ
, Aθ =

1

ρ

∂U

∂θ
et Az =

∂U

∂zpage 11 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-20162. en coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) : la variation in�nitésimale d'une fonction U dépendant descoordonnés sphériques est donnée par :
dU =

∂U

∂r
dr +

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂ϕ
dϕmais on sait aussi que

dU = ~∇U · d~̀Soient Ar, Aθ et Aϕ les composantes du vecteur gradient de la fonction U , tel que :
~A = ~∇U = Ar~uρ +Aθ~uθ +Aϕ~uϕet le déplacement in�nitésimal (élémentaire) d~̀ dans le système de coordonnées sphériques estdonné par
d~̀= dr~ur + rdθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕle produit scalaire des deux dernières expressions ci-dessus donne :

~∇U · d~̀= Ardr +Aθrdθ +Aϕr sin(θ)dϕ = dUd'autre part on a
dU =

∂U

∂r
dr +

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂ϕ
dϕpar identi�cation, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :

Ar =
∂U

∂r
, Aθ =

1

r

∂U

∂θ
et Aϕ =

1

r sin(θ)

∂U

∂ϕExercice 11 :La direction de la variation maximale de la fonction f(x, y, z) = yz + xz + xy est obtenue encalculant son gradient, à savoir :
~∇f(x, y, z) =

∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~kou encore

~∇f(x, y, z) = (z + y)~i+ (z + x)~j + (y + x)~kLe vecteur donnant la direction de la variation maximale de f en (1, 1, 1) est donné par :
~∇f(x, y, z) = 2~i+ 2~j + 2~kLe vecteur unité ~u porté par ce vecteur est donné par :

~u =
2~i+ 2~j + 2~k

2
√
3

=
1√
3
(~i+~j + ~k)page 12 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Exercice 12 :Trouver l'équation du plan tangent à la surface 2xz2 − 3xy − 4x = 7 au point (1,−1, 2) :trouvons l'expression d'une normale (vecteur perpendiculaire) à la surface au point (1,−1, 2). Pourcela calculons le gradient de la fonction 2xz2 − 3xy − 4x,
~∇(2xz2 − 3xy − 4x) = (2z2 − 3y − 4)~i − (3x)~j + (4xz)~kalors la normale à la surface au point (1,−1, 2) est

~N = 7~i− 3~j + 8~kL'équation d'un plan passant par un point de vecteur de position ~r0 et perpendiculaire à la normale
~N est

(~r0 − ~r) · ~N = 0Alors l'équation cherchée est
[

(x~i+ y~j + z~k)− (~i−~j + 2~k)
]

· (7~i − 3~j + 8~k) = 0ou encore
7(x− 1)− 3(y + 1) + 8(z − 2) = 0Exercice 13 :1. On a

rn = (x2 + y2 + z2)
n

2avec
~∇(rn) =

∂rn

∂x
~i+

∂rn

∂y
~j +

∂rn

∂z
~kMais, on a

∂rn

∂x
=

n

2
(2x)(x2 + y2 + z2)

n

2
−1ou encore

∂rn

∂x
= nx rn−2ce qui, en généralisant pour les autres composantes, donne :

~∇(rn) = n rn−2(x~i+ y~j + z~k) = n rn−2~r = n rn−1~ur où ~ur =
~r

r2. De cette expression générale, on peut déduire les expressions suivantes :
~∇r4 = 4 r3~ur et ~∇ 1

r2
=

−2

r3
~ur3. Il est clair que le taux de variation de la fonction rn est constant pour la valeur n = 1, car pourcette valeur

~∇r = ~urpage 13 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Exercice 14 :Véri�er en coordonnées cartésiennes l'égalité suivante :
~∇∧ (~∇∧ ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆ ~APour cela, prenons le vecteur

~A = Ax
~i+Ay

~j +Az
~kavec

~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂zet
~∇(~∇ · ~A) =

(

∂2Ax

∂x2
+

∂2Ay

∂x∂y
+

∂2Az

∂x∂z

)

~i+

(

∂2Ax

∂y∂x
+

∂2Ay

∂y2
+

∂2Az

∂y∂z

)

~j +

(

∂2Ax

∂z∂x
+

∂2Ay

∂z∂y
+

∂2Az

∂z2

)

~kD'autre part,
~∇∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ax Ay Az

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)

~i−
(

∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z

)

~j +

(

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

~k

et
~∇∧ (~∇ ∧ ~A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣En�n
∆ ~A = ∆Ax

~i+∆Ay
~j +∆Az

~kou encore
∆ ~A =

(

∂2Ax

∂x2
+

∂2Ax

∂y2
+

∂2Ax

∂z2

)

~i+

(

∂2Ay

∂x2
+

∂2Ay

∂y2
+

∂2Ay

∂z2

)

~j +

(

∂2Az

∂x2
+

∂2Az

∂y2
+

∂2Az

∂z2

)

~kEn utilisant ces expressions, il est facile de véri�er l'égalité ci-dessus.page 14 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Exercice 15 :1. Calcul de la divergence du vecteur ~r = x~i+ y~j + z~kdiv~r = ~∇ · ~r = (
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
)(x~i+ y~j + z~k) = 32. Calcul de la divergence du vecteur unitaire ~u = ~r

r .div~u = ~∇ · ~u =

(

∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z

)

(x

r
~i+

y

r
~j +

z

r
~k
)ou encore

~∇ · ~u =
∂
(x

r

)

∂x
+

∂
(y

r

)

∂y
+

∂
(z

r

)

∂zavec
∂
(x

r

)

∂x
=

1

r
− x2

r3
,

∂
(y

r

)

∂y
=

1

r
− y2

r3
et ∂

(z

r

)

∂z
=

1

r
− z2

r3ce qui, après calcul, donne
~∇ · ~u =

2

r3. L'expression du Laplacien est donnée par
∆r = div( ~gradr) = ~∇ · ~∇ravec

~∇r = ~urce qui donne
∆r = ~∇ · ~ur =

2

rLa valeur du Laplacien ∆(r) au point (+1,+1,+1) est donc égale
∆r =

2√
3
=

2
√
3

3Exercice 16 :Soit la fonction : ϕ(x, y, z) = x y2 + y z2 + z x21. Calcul de ~A = ~∇ϕ et son expression au point (1, 1, 0).
~∇ϕ = (y2 + 2zx)~i+ (2xy + z2)~j + (2yz + x2)~ket au point (1, 1, 0), il est égal à 1~i+ 2~j + 1~kpage 15 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-20162. Calcul de ~B = ~Rot ~A = ~∇∧ ~A

~∇∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y2 + 2zx 2xy + z2 2yz + x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ~0.Ceci est un résultat général, à savoir le rotationnel d'un gradient est toujours un vecteur nul. Ene�et, si
~A = ~∇ϕ =

∂ϕ

∂x
~i+

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~kon aura

~∇∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.ou encore
~∇∧ ~A =

(

∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y

)

~i−
(

∂2ϕ

∂x∂z
− ∂2ϕ

∂z∂x

)

~j +

(

∂2ϕ

∂x∂y
− ∂2ϕ

∂y∂x

)

~k = ~0(a) calcul de :
~∇∧ (x~i) = ~0La structure de ce champ de vecteur ~A = x~i n'entraine pas de rotation d'un objet dansl'espace, c'est pour ça que son rotationnel est nul.(b) calcul de :
~∇∧ (y~i) = −~kLa structure de ce champ de vecteur ~A = y~i peut entrainer une rotation d'un objet dansl'espace dans le plan xOy dans la direction horaire, c'est pour ça que son rotationnel estégal −~k.(c) le rotationnel d'un vecteur dans les coordonnées sphériques s'écrit sous la forme :

~∇∧ ~A =
1

r sin θ

(

∂(sin θAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)

~ur+
1

r

(

1

sin θ

∂Ar

∂ϕ
− ∂(rAϕ)

∂r

)

~uθ+
1

r

(

∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)

~uϕdans le cas où ~A = ~uθ, on a Ar = 0, Aθ = 1 et Aϕ = 0, on aura
~∇∧ ~A =

1

r
~uϕpage 16 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Cela signi�e qu'un objet plongé dans un champ vectoriel de la forme ~A = ~uθ va subir unerotation dont le vecteur est suivant ~ϕ avec un module égal à 1

r
.Dans le cas où ~A = 1

r
~uθ, on aura

~∇∧ ~A = ~0Un objet plongé dans ce champ vectoriel ne subit aucune rotation.3. Calculons tout d'abord :
~∇∧ ~C =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Cx Cy Cz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂Cz

∂y
− ∂Cy

∂z

)

~i−
(

∂Cz

∂x
− ∂Cx

∂z

)

~j +

(

∂Cy

∂x
− ∂Cx

∂y

)

~k

Calculons maintenant ~∇ · (~∇∧ ~C) :
~∇ · (~∇∧ ~C) =

[

∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k

]

·
[(

∂Cz

∂y
− ∂Cy

∂z

)

~i−
(

∂Cz

∂x
− ∂Cx

∂z

)

~j +

(

∂Cy

∂x
− ∂Cx

∂y

)

~k

]ou encore
~∇ · (~∇∧ ~C) =

(

∂2Cz

∂y∂x
− ∂2Cy

∂z∂x

)

−
(

∂2Cz

∂x∂y
− ∂2Cx

∂z∂y

)

+

(

∂2Cy

∂x∂z
− ∂2Cx

∂y∂z

)

= 0Exercice 17 :1. On donne le champ de vecteurs
~A(x, y) = −y~i+ x~jLes points indiqués dans l'énoncé représentent les points d'application des quatre vecteurs duchamp vectoriel ~A en ces points. Les vecteurs sont donnés par :

~A(1, 1, 0) = −~i+~j, ~A(1,−1, 0) =~i+~j, ~A(−1, 1, 0) = −~i−~j, et ~A(−1,−1, 0) =~i−~jLes quatre vecteurs ont le même module, à savoir :
| ~A(−1,−1, 0)| = | ~A(1, 1, 0)| = | ~A(1,−1, 0)| = | ~A(−1, 1, 0)| =

√
2Alors que les vecteurs unités sont donnés par :

~u(1, 1, 0) = − 1√
2
~i+

1√
2
~j, ~u(1,−1, 0) =

1√
2
~i+

1√
2
~j, ~u(−1, 1, 0) = − 1√

2
~i− 1√

2
~jet

~u(−1,−1, 0) =
1√
2
~i− 1√

2
~jPour les représenter on doit tracer chaque vecteur à partir de son point d'application.page 17 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-20162. La divergence du champ ~A est donnée par :
~∇ · ~A(x, y) = 0Ce résultat signi�e que le bilan du �ux (�ux entrant+ �ux sortant) du champ ~A est nul pourtout volume in�nitésimal.3. Le rotationnel du champ ~A est donné par :
~∇∧ ~A(x, y) = 2~kCe résultat signi�e que le champ vectoriel ~A fournit une rotation autour d'un axe parallèle à ~ken tout point de l'espace avec un module 2. Physiquement, ce champ peut faire tourner un objetqui y est plongé.Exercice 18 :Le théorème de divergence (Green-Ostrogradsky) s'énonce comme suit :

∮

S

~A · d~S =

∫∫∫

~∇ · ~AdV ;1. Pour le vecteur ~A(r, θ, ϕ) = r2~ur sur une sphère de rayon R, la surface in�nitésimale est donnéepar
d~S = R2 sin θdθdϕ~urce qui donne

∮

S

~A · d~S =

∮

S

R2R2 sin θdθdϕ = 4πR4D'autre part, la divergence du vecteur ~A en coordonnées sphériques est donnée par :
~∇ · ~A =

1

r2
∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂(sin θAθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Aϕ

∂ϕce qui, pour ~A(r, θ, ϕ) = r2~ur, donne
~∇ · ~A = 4 ravec le volume in�nitésimal

dV = r2 dr sin θdθdϕ
∫∫∫

~∇ · ~AdV =

∫∫∫

4 r3 dr sin θdθdϕ = 4πR4Le théorème est ainsi véri�é sur cet exemple.2. Utiliser le vecteur ~A(x, y, z) = x~i + y~j + z ~k pour véri�er ce théorème sur un cube d'arête a.Calculons tout d'abord
~∇ · ~A =

∂x

∂x
+

∂x

∂x
+

∂x

∂x
= 3page 18 de 21



PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Ce qui donne
∫

~∇ · ~AdV =

a
∫

0

dx

b
∫

0

dy

c
∫

0

dz3 = 3abcD'autre part, le cube considéré a 6 faces. de ce fait, l'intégrale fermée s'obtient comme suit :
∮

~Ad~S =

∫∫

1

~A · d~S +

∫∫

2

~A · d~S +

∫∫

3

~A~S +

∫∫

4

~A · d~S +

∫∫

5

~A~S +

∫∫

6

~A · d~Soù les intégrales se font sur chacune des 6 surfaces du cube. En e�et, il est facile de véri�er que
∫∫

1

~A · d~S =

∫∫

1

~A · dy dz d~i =
b

∫

0

dy

c
∫

0

Ax(a)dz,

∫∫

2

~A · d~S =

∫∫

2

~A · (−dy dz d~i) = −
b

∫

0

dy

c
∫

0

Ax(0)dz,

∫∫

3

~A · d~S =

∫∫

3

~A · dx dz d~i =
a

∫

0

dx

c
∫

0

Ay(b)dz,

∫∫

4

~A · d~S =

∫∫

4

~A · (−dy dz d~i) = −
a

∫

0

dx

c
∫

0

Ay(0)dz,

∫∫

5

~A · d~S =

∫∫

5

~A · dx dy d~i =
a

∫

0

dx

b
∫

0

Az(c)dyet
∫∫

6

~A · d~S =

∫∫

6

~A · (−dy dy d~i) = −
a

∫

0

dx

b
∫

0

Az(0)dy,avec
Ax(a) = a, Ax(0) = 0, Ay(b) = b, Ay(0) = 0, Az(c) = c, et Az(0) = 0ce qui donne en�n

∮

~Ad~S = 3abcCela véri�e le théorème ci-dessus.
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PHYSIQUE II(TD No 1) EPST-Tlemcen 2015-2016Exercice 19 :On donne le potentiel V (x, y, z) = yz + xz + xy1. Le champ ~E qui dérive du potentiel V s'écrit sous la forme :
~E(x, y, z) = ~∇V =

∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~k = (z + y)~i+ (z + x)~j + (y + x)~kLe signe moins qu'on a l'habitude de mettre devant le gradient a une signi�cation physique qu'onne traite pas ici.2. Le �ux élémentaire dΦ d'un vecteur qui passe à travers une surface d~S est donné par :

dΦ = ~E · d~SPour calculer le �ux à travers la surface ouverte considérée, on doit choisir une direction de lasurface, soit d~S = dS~k, qui, dans le cas de coordonnées cartésiennes, s'écrit :
d~S = dx dy~kLe �ux total de ~E à travers la surface considérée est égal à

Φ =

∫ ∫

~E · dx dy~k =

∫ ∫

(y + x)dx dyRemarquons que la variable x varie entre x = 0 et x = 1, alors que la variable y varie entre y = 0et y = −x+ 1, ce qui nous permet de réécrire l'intégrale ci-dessus comme
Φ =

1
∫

0

dx

−x+1
∫

0

ydy +

1
∫

0

dx

−x+1
∫

0

xdyou encore
Φ =

1
∫

0

(

(−x+ 1)2

2
+ x(−x+ 1)

)

dx =
1

2

1
∫

0

(x2 − 2x+ 1− 2x2 + 2x)dx =
1

33. Calcul de la circulation de ~E le long du contour triangulaire fermé OABO :Par dé�nition, la circulation du vecteur ~E le long d'un contour fermé OABO est donné par :
∮

~E · d~̀=
A
∫

O

~E · d~̀+
B
∫

A

~E · d~̀+
O
∫

B

~E · d~̀Le long de la droite OA, l'élément d~̀ est égal à d~̀ = dx~i et est égal à d~̀ = −dx~i + dy~j le longde la droite AB, alors qu'il est égal à d~̀= −dy~j. Cela nous permet d'écrire :
∮

~E · d~̀=
1

∫

0

(z + y)dx−
1

∫

0

(z + y)dx+

1
∫

0

(z + x)dy −
1

∫

0

(z + x)dyLa circulation le long d'un contour fermé d'un vecteur dérivant d'une fonction est toujours nul.page 20 de 21
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