PHYSIQUE II(TD N° 1) EPST-Tlemcen 2015-2016

ECOLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES DE TLEMCEN
Département de Physique
Physique IT - TD N°1

EXERCICE 01 :

1. calculer 'intégrale suivante :
o

I = /e_m2 dz

—0o0

L’objectif de cet exercice est de montrer qu’en passant d’un systéme de coordonnées, en l'occurrence le
systéme de coordonnées cartésiennes vers le systéme de coordonnées polaires, il est possible de calculer
facilement cette intégrale gaussienne. En effet, 'astuce est de calculer I2, c’est & dire

I? = / /e_(x2+92) dx dy

—00 —O0

Ceci est une intégrale de la fonction e~ (@ +¥") gur la surface infinie qu’est le plan zOy. L’élément
infinitésimal de cette surface dans le systéme de coordonnées cartésiennes est dS = dx dy. On peut
balayer cette méme surface infinie en utilisant les coordonnées polaires (p, 6), ou p varie entre 0 et +o00
alors que 6 varie entre 0 et 2. L’élément de surface infinitésimal est égal a dS = pdp df et 22 +1y% = p?.
Ce qui nous permet de réécrire l'intégrale 12 sous la forme :

21 00 %)
I? :/dQ/e_prd,o:%r/e_pz,odp
0 0 0
En faisant le changement de variable suivant u = p? avec du = 2pdp; ou encore pdp = %L, nous
obtenons
[e.e]
I? :W/e_“du:w[—e_“]go =
0

Ce qui enfin donne

=7
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EXERCICE 02 :

Veérifier I’égalité suivante dans le systéme de coordonnées cartésiennes :

—

AN(BAC)=B(A-C)—C(A-B)
Prenons les vecteurs : .
A=A+ Ayg+ Ak

B = B,i + B,j + B.k

et
C = Cyi+ Cyj + Cok

Le calcul des produits scalaires nous donne :
A-B=A,B,+ A,B, + A.B,

et
A-C=A,Cp+ A, Cy + A,C,

Ce qui nous améne a écrire
B(A-C) = (A;ByCy+AyB,Cy+ Ay B, Cy )i+ (Ay By Cot- Ay ByCy+- Ay By Cy ) j+ (A, B,Cy+ Ay B, Oy + A, B,C, )k
et
C(A-B) = (AyByCyo+AyByCot A, B,Cy )i+ (A By Cy+Ay B,Cy+A, B.C,)j+(As B,Co+Ay B,Co+A, B.C.)k
D’autre part, on calcule le produit vectoriel
B AC = (ByC. — B.Cy)i + (B.Cy — ByC.)j + (BoCy — B,Cy)k
et
ANBAC) = (AyB,Cy—A,B,Cy— Ay B.Cy+A,B,C.)i—(Ay By Cy— Ay ByCo— A, B, C.+ A, B.C,)j+(As B.Cyp— A, B,(

La comparaison entre les deux expressions nous permet de vérifier qu’elles sont bien identiques.

EXERCICE 03 :
On donne les vecteurs unités dans le systéme de coordonnées cylindriques comme :

§
U, = cos i + sin 0

—

@y = — sin 0i + cos 9;’

1

z:E
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Calculons les produits scalaires suivants :

i1, =cost, i-ip=

f-ﬁp:sin& jodg=cosh, et j-u.=0
k-i,=0, k-ip=0, et k-i,=1
Mais on sait que
i = (i~ 1))ty + (i - tg)ug + (i - Uz)U:

ce qui donne
) = cos 01, — sin Oty

—

i i) p"’(j‘ﬁe)ﬁe‘i'(j‘ﬁZ)uz

et
J= (iU,
ce qui donne
) = sin 01, + cos O
et
k= (k-td,)t,+ (k- dp)ig + (k- )i,
ce qui donne
k=1,

EXERCICE 04 :
1. Calcul de la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le systéme de
coordonnées cylindriques :
I’élément infinitésimal de la surface latérale d’un cylindre de rayon R est égal a
dS, = (Rdf) - dz

d’out la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R est égale &

2

L
S:/dz/Rd9:27rRL
0 0

2. Calcul de la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le systéme de
coordonnées cartésiennes :
I’élément infinitésimal de la surface latérale d’un cylindre de rayon R est égal a

dSr, =ds-dz

avec
2
ds = \/dx? + dy? = dxy[1+ <Z—z>
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et
22 4% = R
ce qui donne

2xdr+2ydy =0

ou encore
dy «x
dr vy

en remplacant ceci dans 'expression de ds, on obtient

2 2 2
- 3 5 z\" _ x B R B dx
ds = +/dx? + dy —d:m/l+<y> —dx\/1+7R2_$2—dm“Rz_aj2—Rm

la symétrie du cylindre par rapport a I’axe des z nous permet de calculer la moitié de sa surface,
ensuite la multiplier par deux pour avoir 'expression de la surface entiére, d’ol

1 i i d i d
x x
A R e
0 -R -R {/1— (—)
R
Faisons le changement de variable suivant :
x
) = L
sin(t) 7
ce qui donne
dx
dsin(t) = cos(t)dt = 5

ou encore

et 'intégrale ci-dessus devient

T

2
SZZLR/dtZQﬂ'LR

™

2

3. il est donc préférable de travailler dans le systéme de coordonnées cylindriques quand il s’agit
d’un systéme de symétrie cylindrique, ou qui a carrément la forme d’un cylindre.

EXERCICE 05 :

Dans le systéme de coordonnées cylindriques, le vecteur position du point A(0,0, k) sur 'axe des z

est donné par : .
OA = hi,
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alors que le vecteur position du point B(p, @,0) est donné par :

O?:pﬁp
AL = AD + OB = ~OA + OB = —hit. + pii,

Le vecteur unité porté par le vecteur /ﬁ est donné par :

On obtient donc

. AB _ —hi, + pi,

u = =
AB| VPRt R2

EXERCICE 06 :

Exprimer en coordonnées cylindriques le vecteur A, donné en coordonnées cartésiennes par :

.’Ez -

———k

Les relations entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques s’écrivent sous la forme

A= yf+ :L‘j—F

x = pcos(h)
y = psin(0)
2=z

(

Leurs variations infinitésimales s’écrivent donc
dx = cos(0)dp — psin(6)do

dx = sin(6)dp + p cos(6)db

dz =dz
\
Un déplacement infinitésimal s’écrit comme
dl = dxi + dyj + dzk

qui, aprés réarrangement, aura la forme
dl = (cos(@)z_"—l— sin(@)j) dp + (— sin(6)i + cos(@)j) pdf + kdz

ceci nous permet d’écrire le déplacement infinitésimal d¢ dans le systéme de coordonnées cylindriques
sous la forme :

dl = dpii, + pdfiy + dzk
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par identification, les vecteurs unitaires orthogonaux formant le triédre direct s’écrivent sous la forme

7

-

i, = cos(0)i + sin(0)]

-

tig = — sin(6)i + cos(6);

U, =k

Rappelons que

Notons que
2?4 y2 = p?

et en remplacant dans ’expression du vecteur A, nous obtenons

A = psin(9) [cos(0)iT, — sin(A)dg] + pcos(8) [sin(8) i, + cos(8)is] + pcos? ()i,

ou encore

A = [psin(6) cos() + pcos(0) sin(9)] @, + [—psin(0) sin(0) + pcos(d) cos(8)] dp + p [cos?(9)] @,

aprés réarrangement, on obtient

A = 2psin(0) cos(0)d, + p [cos?(8) — sin?(8)] @y + pcos?(0)i.

EXERCICE 07 :
1. Exprimer les coordonnées sphériques r, 6 et ¢ en fonction des coordonnées cartésiennes x, y et
zZ.

Un point M dans ’espace est repéré dans le systéme de coordonnées sphériques par trois coor-
données :

(a) le rayon r qui est la droite reliant le point M a l'origine O et qui varie entre 0 et 0o

(b) la latitude € qui est Pangle que fait le rayon r (droite OM) avec 'axe de z et variant entre
Oet

c) la longitude ¢ qui est ’angle que fait la droite résultant de la projection du rayon r sur le
g g
plan 2Oy et 'axe des x, et qui varie entre 0 et 2. Ceci est la convention des physiciens.
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Les vecteurs unitaires composant le triédre en coordonnées sphériques sont
(a) 1, est le vecteur unitaire dans la direction de la variation du rayon r.
(b) g est le vecteur unitaire perpendiculaire & r dans la direction de la variation de ’angle 6.
(c) w, est le vecteur unitaire perpendiculaire a la droite résultant de la projection de r sur le
plan Oy dans la direction de la variation de I’angle .

Ces trois vecteurs sont orthogonaux les uns aux autres selon les formules suivantes
Uy N\ g = Uy, Uy N Uy = g et g N Uy, = Uy

Le vecteur position d’un point est donné par OM = rii,

En projetant ce vecteur sur I’axe des z, nous obtenons z = r cos().

En projetant ce vecteur sur le plan 2Oy, nous obtenons 7 sin(f), ensuite en projetant cette droite
sur 'axe des x, nous obtenons x = rsin(f) cos(p), et en projetant la méme droite sur 'axe des y
nous obtenons y = rsin(6) sin(p)

2. Retrouver I'expression du carré de 1’élément différentiel d¢? dans ce systéme de coordonnées.
Dans le systéme de coordonnées cartésiennes, 1’élément différentiel (vecteur de déplacement infi-
nitésimal) s’écrit sous la forme :

dl = dxi + dyj + dzk

avec
dx = sin(@) cos(p)dr + r cos(0) cos(p)df — rsin(0) sin(p)dp
dy = sin(0) sin(p)dr + r cos(8) sin(p)df + rsin(0) cos(p)dy
dz = cos(0)dr — rsin(0)do

et

(d0)? = dl- dl = (dz)? + (dy)?* + (dz)?
Aprés un calcul long mais direct, nous obtenons :
(d6)* = (dr)? + r2(df)? + r*sin®(0) (dyp)?

3. Retrouver les expressions des vecteurs unitaires en coordonnées sphériques :
En utilisant les expressions des variations des coordonnées cartésiennes établies ci-dessus, nous
pouvons écrire

Al = dai + dyj + dzk = [sin(0) cos()dr + 1 cos(0) cos(p)dd — r sin(6) sin()de] i+
[sin(0) sin(p)dr + 1 cos(8) sin(p)df + r sin(6) cos(@)dy] j + [cos(8)dr — r sin(0)db] k
ce qui, aprés réarrangement, donne

dl = [sin(@) cos()i + sin(6) sin(p)j + COS(@)E} dr+

—

[cos(@) cos(¢)i + cos(f) sin(p)j — sin(@)lﬂ rdf + [— sin(p)i + cos(gp)j] rsin(f)dy
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—

de I'expression de (df)? établie ci-dessus, on déduit que

Al = drii, + r dfiy + rsin(0)dyii,
par identification, on trouve les expressions des trois vecteurs unitaires
i, = sin 6 cos gof+ sin # sin gpj + cos Ok

g = cos B cos gog—i- cos f sin gof — sin 0k

{ Uy = — SIN Y + COS )
On peut vérifier que ces trois vecteurs sont unitaires ( de module unité) en calculant leurs modules
respectifs.
D’autre part, la différentielle totale du vecteur position est donnée par
~or, ol ol
Al = —dr + —db + ——d
or or dy ¥y

Par identification, on obtient les expressions suivantes

ﬁ—a_[ iy = —
" o o0

or’

¢ Yo = rsin(f) dgp

4. Faire les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitaires.

di. - . L. . L. .
CZT = 0 cos () cos pi — psin(f) sin pi + 6 cos(8) sin(p) g + ¢ sin(f) cos(p)j — O sin bk
ou encore .
CZ; = iy + psin(0)i,
De la méme maniére, on peut vérifier que
du, .
% = —fil, + ¢ cos(B)ii,
et Jit
m - -
—£ =~ |cos(p)i + sin(p)]]

5. Utiliser les coordonnées sphériques pour trouver la surface d’une aire découpée sur une sphére
de rayon R et définie par 61 <0 <05 et 1 < ¢ < po.
L’élément différentiel de surface pour un rayon r constant est donné par :

dS, = (rdf) - (r sin(8)dy)
On peut se convaincre de la véracité de ’expression, en remarquant que

dl = drit, + r dfiy + rsin(0)dpi,
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et que sur une surface ou le rayon est constant, la variation se fait exclusivement suivant les
directions g et @,. Pour un rayon r = R, la surface d’une aire découpée sur une sphere de rayon
R et définie par 01 < 0 <65 et p1 < p < gy est égale &

P2 02
S:/w/ﬁmww
p1 01

ou encore

S = R? (g2 — ¢1) (cos(6;) — cos(62))

Dans le cas ou 01 =0 et 0o =7, o1 = 0 et o = 27, on aura
S = 4w R*

6. Etablir expression donnant le volume d’une sphére de rayon R & partir du volume différentiel.

R T 27 4
V= /1"2 dr/sm dH/dgo = §7TR3
0 0

EXERCICE 08 :

= ].—» ].—» 1—»
Soit le champ : E(z,y,2) = ;z + =+ ;k

Par définition, le gradient d’un scalaire dans le systéme de coordonnées cartésiennes est donné par :

oV IOV 8V -
gI‘&dV VV 8— 7+ 8_ 82’ —k

alors que le déplacement infinitésimal est donné par :
dl = dxi + dyj + dzk

et la différentielle totale de V' est donnée par :

ov ov ov

AV = Zdx + “dy + —dz
9zt oWt s
Remarquons que
- L (V. OV V- e OV ov ov
gm@ﬂﬂ_<5?+5?+7§@(@H@w+w@_qﬂm oyt gyde=dv

Par hypotheése
E(z,y,z) =-VV

Multiplions les deux membres de cette équation par dlz

E(z,y,2) -dl = —VV -dl = —dV
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L’intégrale par rapport a d? donne :
— — 1—» 1—» 1 ad -
/dV:—/E(x,y,z)-déz—/<—i+—j+—k‘> -dl
x Yy z

ce qui donne

ou encore
V =—In|z| —Inly| — In|z| + cste = —In|zy 2| + cste

La constante est définie par les conditions aux limites du probléme traité.
EXERCICE 09 :
Un point M(z,y, z) étant repéré par le rayon vecteur 7 = OM, de module r = /22 + 32 + 22

(a) calcul de Vr

Calculons les composantes de ce vecteur :
or ar y ar z

- oy dz r

T
oxr r

ce qui donne

(b) calcul de V <%>

()., 26). ()
Vr = o By k

Calculons les composantes de ce vecteur :

G .G,

I oy 7 0z r3
ce qui donne ) )
O(5) = bR
(¢) calcul de Vinr
ﬁln?“:aénrf—k 8517“;, 85117‘};
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Calculons les composantes de ce vecteur :

Olnr T Olnr Y ot Olnr _Z
ox  r?’ oy  r2 0z 12

ce qui donne
¥y

- =

N T - Y - Z -
Vinr = i+ 5j+ k=
72 7“2'7 72 r

r

1. l'application de 'opérateur V a une fonction scalaire donne un vecteur ( gradient de cette fonc-
tion) dirigé dans la direction de la variation maximale de cette méme fonction dans l'espace. Son
module donne le taux de variation de cette fonction dans cette direction. Le vecteur gradient de
lg fonction est perpendiculaire & la direction de variation nulle. On peut vérifier ¢a sur le cas du
Vr.

2. tracer les allures des champs résultant. Commenter.

EXERCICE 10 :

En explicitant la relation
AU =V U -dl
donner ’expression du gradient :

1. en coordonnées cylindriques (p, 0, z) : la variation infinitésimale d’une fonction U dépendant des
coordonnés cylindriques est donnée par (différentielle totale) :

ou ou ou

mais on sait aussi que

dU = VU - dl
Soient A,, Ag et A, les composantes du vecteur gradient de la fonction U, tel que :
A=VU = Ay, + Apiip + A,

et le déplacement infinitésimal (élémentaire) dl dans le systéme de coordonnées cylindriques est
donné par
dl = dpii, + pdBig + dzii,

le produit scalaire des deux derniéres expressions ci-dessus donne :
VU -dl = A,dp + Agpdf + A.dz = dU

d’autre part on a

ou ou ou

dU = —dp+ —df + —d
ap T T "
par identification, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :
oU 10U ou
A, = — =—-— t A, = —
»= Bp =80 © 2
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2. en coordonnées sphériques (r,0, ) : la variation infinitésimale d’une fonction U dépendant des
coordonnés sphériques est donnée par :

8U ou oUu

mais on sait aussi que

dU = VU - dl
Soient A, Ag et A, les composantes du vecteur gradient de la fonction U, tel que :
A=VU = Aii, + Agilp + Ay,

et le déplacement infinitésimal (élémentaire) dl dans le systéme de coordonnées sphériques est

donné par .
dl = drii, + rdfiy + rsin(0)dpi,

le produit scalaire des deux derniéres expressions ci-dessus donne :

VU -dl = A,dr + Agrdf + Ayrsin(f)de = dU

d’autre part on a

ou ou ou

dU = —dr + —dbf + —dy
ar " T e T B,
par identification, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :
O A V. S B
T Y ¥ rsin(f) Op

EXERCICE 11 :

La direction de la variation maximale de la fonction f(z,y,2) = yz + xz + zy est obtenue en
calculant son gradient, a savoir :

Oou encore .
Vi(,y,2)=(=+y)i+(z+z))+ @y +)k

Le vecteur donnant la direction de la variation maximale de f en (1,1,1) est donné par :
ﬁf(:z:,y,z) =27+ 2] + 2k
Le vecteur unité @ porté par ce vecteur est donné par :

—

2%+2/+2% 1 - - -
U= ———"—"=

23 —7( j+k)
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EXERCICE 12 :
Trouver I’équation du plan tangent a la surface 2x2% — 32y — 4o = 7 au point (1, —1,2) :

trouvons ’expression d’une normale (vecteur perpendiculaire) & la surface au point (1,—1,2). Pour

cela calculons le gradient de la fonction 2x22 — 3zy — 4z,
V(222% — 3wy — 4x) = (22° — 3y — 4)i — (32)] + (4z2)k

alors la normale a la surface au point (1, —1,2) est
N =7i-3j+8k

L’équation d’un plan passant par un point de vecteur de position 7y et perpendiculaire & la normale

N est
(fo—7)-N=0

Alors I'équation cherchée est
[(a;h yi+ k) — (- + 2/2)] (TP —3]+8k) =0

ou encore
T(z—1)—3y+1)+8(z2—-2)=0

EXERCICE 13 :

1. On a
r’ = (m2 + 2 + 22)5
avee or" or" or"
Gom = L7y 25, O
Oz oy 0
Mais, on a
o _n 2 2, 221
— = —(2z)(x" +y~  + 27)2
= REn)t + P+ )
ou encore By
r n—2
— =nxr
ox
ce qui, en généralisant pour les autres composantes, donne :
= (T n—2¢,.7 = . n—2-> n—1- N — r
V") =nr" (xi+yj + zk) =nr"" T =nr"" ", ou = -
,
2. De cette expression générale, on peut déduire les expressions suivantes
- -1 -2
VT4 = 47’3?jr et Vﬁ = Fﬁr

-
—

3. Il est clair que le taux de variation de la fonction r™ est constant pour la valeur n = 1, car pour

cette valeur
Vr = i,
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EXERCICE 14 :

Vérifier en coordonnées cartésiennes 1’égalité suivante :

VA(VAA) =V(V-A) - AA
Pour cela, prenons le vecteur
A=A+ Ay + Ak
e 0A, 0A, 0A
= . /‘1‘: T Yy z
v or + Yy + 0z
et
- 0?4, 0%’A %A\ - 0?A, 0%A 0?AL\ - 0?4, 0%A 0?A\ -
V(V-A) = Y i Y J+ + —= k
0x?2  Oxdy 0Ox0z oyox  Oy?2  Oyoz 0z0x 020y 022
D’autre part,
ik
- o O 0 0A, 0Ay\ - 0A, O0A.\ - 0A, 0A;)\ »
A e _ _ . = _— —_ — _ k
VA ox Oy 0z < oy 0z ! Oz 0z J+ ox y
A:c Ay z
et
i j k
VAwAd)=| D 9 o
ox oy 0z
04, 04y 04, 0A, 04, 04,
oy 0z 0z or Oz y
Enfin
AA = AAi+ AA ]+ AAK
ou encore
. %A %A 0?A,\ - %A %A 0%A,)\ - %A %A %A\ -
AA = z z S Y Y Y\ = z z 2\ &
< o2 y? 022 >Z+ < 0z? y? o >] * < Oz y? T >

En utilisant ces expressions, il est facile de vérifier ’égalité ci-dessus.
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EXERCICE 15 :
1. Calcul de la divergence du vecteur ¥ = xi + y; + 2k

divi=V .7 = ((%ZJF 8%5’+ %mﬂ yj + 2k) =3
2. Calcul de la divergence du vecteur unitaire « = g .
o S o 0 - 0 - 0 Y- Z
divi =V -4 = <83}Z+8y‘]+8 > ( L+ J+rk)
ou encore . .
. o) o(D) ()
Vi or + oy + 0z
avec . y .
o) 1w 0G) ape o 00) o
Ox r o r3’ Oy roor3 0z roord
ce qui, apreés calcul, donne
- 2
V.i=2
,

3. L’expression du Laplacien est donnée par

Ar = div (grﬁdr) =V.-Vr
avec
Vr = i,
ce qui donne
- 2
Ar=V - i, = -
r

La valeur du Laplacien A(r) au point (+1,+1,41) est donc égale

Ap 2 _2V3
3 3

EXERCICE 16 :
Soit la fonction : p(z,y, 2) = v y? + y 2% + z 22
1. Calcul de A = ﬁgp et son expression au point (1,1,0).
Vo = (v + 22a)i + 2zy + 22)] + (2yz + 22k

et au point (1,1,0), il est égal & 17 + 27 + 1k
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2. Calculde B=RotA=V A A

i j k
Tad=| 9 9 9 |—-§

ox dy 0z

2 2 2

Yy 4+ 2zx 2xy+z2° 2yz+«x

Ceci est un résultat général, & savoir le rotationnel d’un gradient est toujours un vecteur nul. En

effet, si
7 e Ops Op- Opo
A-Vgo-aszraijrazk
on aura
i ]k
vad=| 2 9 9
or Oy 0z
9 Oy Op
or Oy 0z
ou encore

2 2 2 2 2 2
ﬁAff:(““’ 89">;_<‘”’ 89">5+<M 89">k:5

oydz 020y 010z  020x dxdy  Oydx

(a) calcul de :

-

Azi) =0

1 <

La structure de ce champ de vecteur A = 27 n’entraine pas de rotation d’un objet dans

I’espace, c’est pour ¢a que son rotationnel est nul.

(b) calcul de : B
VA(yi)=—k

La structure de ce champ de vecteur A= y?peut entrainer une rotation d’un objet dans
I’espace dans le plan Oy dans la direction horaire, c’est pour ¢a que son rotationnel est

égal —k.

(c) le rotationnel d’un vecteur dans les coordonnées sphériques s’écrit sous la forme :

S Jd(sinfA,) 0Ag\ , 1 1 04, 0(rd,)\ . 1
vnd = rsin 0 < 00 Oy r \sinf Oy or ot
dans le cas ot A = i, on a A, =0, Ag=1 et A, =0, on aura
L1
V A A = ;u<P

8(rA9)

0A,
00
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Cela signifie qu’un objet plongé dans un champ vectoriel de la forme A = iy va subir une

1
rotation dont le vecteur est suivant ¢ avec un module égal a —.
r
Dans le cas ou A = %ﬁ@, on aura
VAA=0
Un objet plongé dans ce champ vectoriel ne subit aucune rotation.

3. Calculons tout d’abord :

A A
- =~ |9 o o | _ (0C. 9C, 90, 9C;\ -  (0C, 0Cy\ -
vAes or dy 0z _<8y 8z>z (83: 8z>'7+<8x oy k
c, C, C,

Calculons maintenant V - (6

0) :
= = = o 8—-\ a—» a 80 80 802 80x v d aCy 8Cr
V'(VAC)_[? +8_‘7+8_4 K@y 8z>Z <83:_82>‘]+<W_ Yy

ou encore

<l

(ﬁ A C—;) B 0%C, B 0%C, B 0%C, B 0%C, 09%C, B 0%C, B
- \Oydx 020z 0xdy  0z0y 0xdz Oydz)
EXERCICE 17 :

1. On donne le champ de vecteurs
Az,y) = —yi+aj

)

Les points indiqués dans 1’énoncé représentent les points d’application des quatre vecteurs du

champ vectoriel A en ces points. Les vecteurs sont donnés par :

-

Les quatre vecteurs ont le méme module, & savoir :

Alors que les vecteurs unités sont donnés par :

_ - 1= 1- 1= 1- 1-
U(l,l,O) = __ZZ + u(17_170) = ﬁz + ﬁ]a u(_la 170) = __22 - ﬁ]
- 1 -
—1 —
\/7 \/_

Pour les représenter on doit tracer chaque vecteur a partir de son point d’application.

et
u(—1,-1,0) =
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2. La divergence du champ A est donneée par :

Ce résultat signifie que le bilan du flux (flux entrant+ flux sortant) du champ A est nul pour
tout volume infinitésimal.

3. Le rotationnel du champ A est donné par :
VA /Y(:L‘, y) = 2k

Ce résultat signifie que le champ vectoriel A fournit une rotation autour d'un axe paralléle a k
en tout point de 'espace avec un module 2. Physiquement, ce champ peut faire tourner un objet
qui y est plongé.

EXERCICE 18 :

Le théoreme de divergence (Green-Ostrogradsky) s’énonce comme suit :

j{g.dgz///ﬁzdv;
S

24, sur une sphére de rayon R, la surface infinitésimale est donnée

1. Pour le vecteur ff(r, 0,0)=r
par
dS = RZ%sin 0dodpii,

ce qui donne
7{ A-dS = 7{ R? R?sin0dfdy = AT R*
S S
D’autre part, la divergence du vecteur A en coordonnées sphériques est donnée par :

10

2 Or

. 1 O(sinfAyp) 1 0A
A = 2 ¥
V-4 (r"Ar) + rsin 6 00 rsing Jdp

ce qui, pour /T(r,@, ¢) = r%i,, donne
V-A=4r

avec le volume infinitésimal

dV = r?dr sin 0dfdy

// §-EdV:///4r3dr sin 0dfdy = AT R*

Le théoréme est ainsi vérifié sur cet exemple.

2. Utiliser le vecteur /T(m,y,z) —zi+yj+ 2k pour vérifier ce théoréme sur un cube d’aréte a.
Calculons tout d’abord

- - Ox Ox Oz
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Ce qui donne

/V AdV = /dx/dy/dz3:3abc

0

D’autre part, le cube considéré a 6 faces. de ce fait, I'intégrale fermée s’obtient comme suit :

ffrdgz//g.d§+//fr.d§+//g§+//g.d§+//g§+/ .45
1 2 3 4 5 6

ou les intégrales se font sur chacune des 6 surfaces du cube. En effet, il est facile de vérifier que

J[A-as= [[A-ayaai- /dy/A()dz,

b c

//2E-d§=//2ﬁ’ —dy dz di) = /dy/ z,
//3£.d§=//3ff.dxdzdi /da;O/Ay(b)dz
//A ds = //A —dydzdi) = /dmO/Ay(O)dz

b

a

//ff.d§=///T.dxdydfz/da;/Az(c)dy
5 5
0

0

//G‘X'dgz//ﬁ“f‘ (~dydy di) = —/dw/bAzm)dy,
0 0

et

avec

ce qui donne enfin

fffdg = 3abe

Cela vérifie le théoréme ci-dessus.
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EXERCICE 19 :

On donne le potentiel V(z,y,2) = yz +xz + xy

1. Le champ E qui dérive du potentiel V' s’écrit sous la forme :
=~ ovV- oV~ 0OV
E(z,y,2) = VV—a— —i—a—yj—i-a—k—(z+y)z+(z+m)j+(y+m)k

Le signe moins qu’on a ’habitude de mettre devant le gradient a une signification physique qu’on
ne traite pas ici.

2. Le flux élémentaire d® d’un vecteur qui passe & travers une surface dS est donné par :
d® =FE -dS

Pour calculer le flux & travers la surface ouverte considérée, on doit choisir une direction de la
surface, soit dS = dSk, qui, dans le cas de coordonnées cartésiennes, s’écrit :

dS = dz dyk

Le flux total de E & travers la surface considérée est égal &

://ﬁ.dxdyzsz<y+x>dxdy

Remarquons que la variable x varie entre x = 0 et = 1, alors que la variable y varie entre y = 0
et y = —x 4 1, ce qui nous permet de réécrire 'intégrale ci-dessus comme

—x+1 —x+1

1
/da:/ydy—l—/d /xdy
0
ou encore

1 1
1)2 1
® = /( —x + (—x+1>d:p—§/x—2x+1—2x +22)dz =
0 0

3. Calcul de la circulation de E le long du contour triangulaire fermé OABO :
Par définition, la circulation du vecteur E le long d’un contour fermé OABO est donné par :

A B O
745 d[:/E-d[Jr/E-dZJr/E i
O A B

Le long de la droite OA, I’élément ar est égal a dl = dzi et est égal a dl = —dzi + dyj le long
de la droite AB, alors qu’il est égal a dl = —dy] Cela nous permet d’écrire :

fﬁ.diz/(z+y)dx—/1(z+y)dm+/l(z+x)dy—/1(z+a;)dy
0 0 0 0

La circulation le long d’un contour fermé d’un vecteur dérivant d’une fonction est toujours nul.
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B(0,1,0)

00.0.00 _ _A(L00)
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