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Grandeur scalaire :

Grandeur physique complétement définie en un point de |'espace au
moyen d'un nombre indépendamment de toute direction ; exemples : le
temps, la masse, la pression, I'énergie cinétique, I'énergie potentielle, la
température, etc...

On peut les additionner, les soustraire, les multiplier, les diviser, etc...

Grandeur vectorielle ;

Grandeur physique complétement définie par sa longueur (module,
norme), sa direction (droite portant le vecteur) et son sens de parcourir la
direction ; exemples : la vitesse d'un mobile, son accélération, la force
agissant sur le mobile, la variation de la température, etc...

Grandeur tensorielle ;

On s’en fiche complétement...... !
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Généralités

Notions de référentiel et de repére

En physique, un référentiel est un corps solide dans lequel un observateur
fait des expériences (laboratoire, ascenseur, train, terre, etc---) On dote
ce corps solide d’un systéme de trois (03) axes (non coplanaires) de
coordonnées de I'espace dont I'origine est fixée sur ce méme corps. Ce
systéme d’'axes de coordonnées est appelé repére spatial. En fait, ces trois
axes de coordonnées n'ont aucune réalité physique; ce ne sont que des
outils mathématiques permettant d’étudier le mouvement d’'un mobile. Il
existe un autre repére dit repére temporel, qui sert 3 mesurer le temps par
rapport a une origine (début). En mécanique classique, le temps est
absolu (universel), c'est-a-dire qu'il est partout le méme et quelle que soit
I'état du mobile. Dans ce cas, on se limite au repére spatial.

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Il est possible d'avoir des repéres détachés du référentiel choisi. C'est
ainsi, qu’on peut, dans un probléme de mécanique, utiliser une multitude
de repéres attachés de maniéres arbitraires & des mobiles dans un seul
référentiel !

Un cas particulier de référentiels est le référentiel galiléen doté d’une base
orthogonale de trois vecteurs orthonormés (orthogonaux les uns aux autres
avec une longueur égale a I'unité de mesure) d’espace. Un référentiel
galiléen est un référentiel ol un corps, soumis & aucune force (isolé), est
en translation rectiligne uniforme. Le référentiel terrestre, centré en un
point de la terre, peut &tre considéré comme galiléen lorsque la durée de
I'expérience est trés inférieure 3 la période de rotation de la terre.
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Composantes d'un vecteur :

En physique, on choisit (généralement, mais pas tout le temps!), pour
I'espace a trois dimensions, un systéme d’axes rectangulaires d'origine O
et muni d’une base orthonormée constituée de trois vecteurs unitaires (de
module égal a I'unité) et perpendiculaires entre eux : T,fet k. Ce qui
permet de définir les composantes suivant les coordonnées cartésiennes x,
y et z, d'un vecteur A comme suit :

A=A+ A+ Ak
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Généralités

Figure : Composantes du vecteur A dans un systéme de coordonnées
cartésiennes

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Triédre direct

Par convention, un triédre direct est construit sur la base de trois vecteurs
unitaires i, j et k en dirigeant i selon l'index , j selon le majeur et k selon
le pouce de la main droite.

-
rotation de 90° autour de A‘

rotation de 80° autour de f
7o .

)/O\—? 7 4 / ° /o
¢
7

Triédre direct Triédre direct

On peut passer d'un triédre direct vers un autre triedre direct moyennant
des rotations physiques autour d'un axe quelconque.
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Triédre indirect ;

Il est impossible de passer d'un triédre direct vers un triedre indirect a
travers des rotations physiques. En effet, pour passer d'un triédre direct
vers un triedre indirect on doit inverser la direction d'un des axes
(opération non physique!)

. . s
inversion du vecteur J

Triédre direct

Triédre indirect Triedre indirect
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Module d'un vecteur :

Le module (la norme ou la longueur) d'un vecteur

A=AJd+Aj+ Ak

Al = /A2 + A2 + A2

Le module d'un vecteur est toujours positif!!

est donné par :
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Direction d'un vecteur :

Le vecteur unitaire & indiquant la direction (et le sens) d’un vecteur A est
donné par :
LA Ad+A + Ak
U= — ==

|Al A2 + A2 + A2

T

tel que

A=|Ald
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Généralités

On appelle cosinus directeurs du vecteur A les quantités suivantes :

( Ax
cosax =
\JAZ+ AZ + A2
A
cos 3 = 24
\JAZ+ A2 + A2
Az
Ccosy =
| \/ A2+ A2 4 A2

tels que a est I'angle que fait le vecteur A avec I'axe des x, B I'angle que
fait le vecteur A avec I'axe des y et v I'angle que fait le vecteur A avec
I'axe des z.
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Produit scalaire

Comme pour le cas ol on multiplie un scalaire par un autre, il existe une
opération mathématique faisant intervenir deux vecteurs A et B appelée
produit scalaire et définie comme suit :

A-B=|A||B|cosb scalaire

ou |A| et |B| sont les modules des vecteurs A et B, respectivement, et
le plus petit angle entre eux.

>

|
)9 | 5>
; > B
0 [ [Cos B




|A] cos @ est la valeur de la projection du vecteur A sur le vecteur B en
unité de B, c-a-d de combien le vecteur B contribue au vecteur A

Produit scalaire

|

Une autre maniére de calculer le produit scalaire entre deux vecteurs A et
B est donnée par :

-

A-B = (Ad + Ayj + AzK) - (Bxi + Byj + B.K)

+ AByi - J+ -+ AByj k+-+ ABk -k

ce qui donne

A-B=AB,+A/B, + A;B; scalaire !




Généralités

puisque

ii=jj=k k=1, e i.j=i-k=jk=0

car les vecteurs /, j et k sont unitaires et perpendiculaires entre eux.

En plus, le produit scalaire nous permet de réécrire un vecteur
A=A+ A+ Ak

sous la forme :

- o -

A=A-0)i+(A-j)+ (A -kk
Comme il nous permet aussi d’écrire le module d’un vecteur sous la
forme :
Al =VA-A




Produit vectoriel

C'est une combinaison entre deux vecteurs A et B qui donne un troisiéme
vecteur C perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs AetB.

Par définition
C=AAB=|A||B|sinf i

0 est I'angle le plus petit entre les deux vecteurs et i le vecteur unitaire
perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B.
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C

A s B

La direction de C est, par convention, choisie dans le sens de progression
d’un tire-bouchon qui tournerait de A vers B.
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Le vecteur C est dit plutdt un pseudo-vecteur, puisque son sens est défini
par convention (il n'a pas une réalité physique!!!)

Produit vectoriel

Le vecteur résultant d'un produit vectoriel peut étre obtenu par la
technique du déterminant :

N A
C=ANB=|A, A A,
B. B, B

tel que

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Dans le cas o les deux vecteurs A et B sont paralléles (8 = 0) ou
antiparalléles (§ =) : ANB =0

Le produit vectoriel n’est pas commutatif :

ANB=_-BAA

Géométriquement, le module du vecteur A A B (|A||B|sin ) est une
mesure de |la surface délimitée par ces deux vecteurs A et B.
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S=\CU=AARBI=IE1BI]sine]
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Produit mixte ;

C’est une opération mathématique faisant intervenir trois vecteurs A, B
et C de la maniére suivante :

V=A-(BAC) scalaire !

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire, c-3-d :

— — -

A-(BAC)=C-(AANB)=B-(CAA)

Le produit mixte mesure le volume construit sur la base des trois vecteurs
A, B et C.
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Généralités

al

ho

Volume \/ = Eb* ( 7);7/\ _BJ))
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Produit vectoriel double :

On le définit par la formule suivante :

D=ANA(BAC) vecteur !

Selon la formule de Gibbs, le vecteur D s'écrit :

D=B(A-C)—C(A-B) lire BAC-CAB!

Champs de vecteurs

Généralement, les grandeurs vectorielles (et méme les grandeurs
scalaires!) sont définies en tout point de I'espace. De ce fait, elles
changent de module, de direction et de sens d'un point a un autre.
Mathématiquement, on les représentent par des vecteurs en tout point :
c’est ce qu'on appelle un champ vectoriel.

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Figure : Exemple d'un champ vectoriel : ﬁ(x,y,z) = —yi+xj

A(Xayvz) = —y7—|—Xj

est un champ vectoriel avec les composantes Ay(x,y,z) = —y et
Ay(x,y,z) = x varient d'un point a un autre (A;(x,y,z) = 0).
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Systémes de coordonnées physiques

Au point (1,1,1), la grandeur vectorielle représentée par le champ

-

vectoriel A est donnée par le vecteur :

A(1,1,1) = —i+J

Remarque

Le champ vectoriel est défini en tout point de I'espace (ex : variation de
la température dans une piéce!), alors qu’'un ensemble de vecteurs
représentant, par exemple, I'état de mouvement d'un ensemble de
particules n’est pas un champ vectoriel, car ces vecteurs ne sont définis
qu’aux points ol se trouvent les particules elles-mémes! !
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Systémes de coordonnées physiques

intéresse-t-on a d'autres systémes de coo

Le systéme de coordonnées cartésiennes est trés utile dans |'étude de
mouvement rectiligne. Cependant, il existe des situations physiques
(rotations en mécanique, calcul du champ électrique en électrostatique,
magnétostatique, mécanique des fluides, physique atomique...) ou
I'utilisation de ce systéme s’avére inutilement complexe. Il serait donc
plus utile de se pencher sur d’autres systémes de coordonnées afin de
faciliter I'étude de ces situations.

Dans ce qui suit on s'intéresse a trois systémes de coordonnées physiques,
a savoir : systéme de coordonnées cartésiennes (dites rectangulaires) et
systémes de coordonnées cylindriques et sphériques (dites curvilignes).
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Systémes de coordonnées physiques

Systéme de coordonnées cartésiennes

Un point M de l'espace est repéré par trois coordonnées rectangulaires x,
y et z, tel que :

=7 F ., T P .
OM = xi+ yj + zk (vecteur position)
ol 7, j et k sont des vecteurs unitaires (de module égal a I'unité) et

perpendiculaires entre eux, rapportés a 'origine fixe O, et dont les
directions respectives sont fixes.
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Systémes de coordonnées physiques

3~

Les vecteurs unitaires i, j et k vérifient les relations suivantes :
Nj =k, kNi=]j, et  JjANk=i




Systémes de coordonnées physiques

Un déplacement infinitésimal du point M vers un point M’ est donné par :

— - 5 -, =
MM’ = dI = dxi + dyj + dzk

=1

b
)
4
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Systémes de coordonnées physiques

Un volume infinitésimal est un parallélépipéde de volume :
dV = dxdy dz

En déplacant ce parallélépipéde dans toutes les directions, on peut
recouvrir tout |'espace sans faille (vide)

Ce parallélépipéde a trois surfaces élémentaires :
dSy = dy dz, dS, = dxdz et dS, = dxdy

ou l'indice en S indique la direction normale (perpendiculaire) a la
surface!
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Systémes de coordonnées physiques

O\Sn:dx Iz

¥

C\S—)C:CJHC{S
%

b
a
)

Figure : Trois surfaces élémentaires limitant le volume élémentaire
dV = dx dy dz dans le systéme de coordonnées cartésiennes

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Systémes de coordonnées physiques

Co nnées cylindriques

Un point M dans |'espace est repéré par trois coordonnées :p, 0 et z
auxquelles on accorde trois vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux,
Uy, Up et Uy, respectivement, dirigés dans le sens de la variation des
coordonnées (appelée ligne de coordonnée), tels que :

0 <p< o, 0<6<2r et —w<z<™

et

Uy N\ U = Uz, uz \ U, = up, et g N\ Uy = Uy
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Systémes de coordonnées physiques

A —

/

/
/
=<

§:¢,%)

Figure : Disposition des vecteurs du repére de coordonnées cylindriques par
rapport au repére de coordonnées cartésiennes
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Systémes de coordonnées physiques

Le vecteur position d'un point M s’écrit :

—
OM = pii, + zii,

On peut exprimer les coordonnées cartésiennes en fonction des
coordonnées cylindriques comme suit :

x = p cosf
x = p cosf
z=2z

ainsi que les vecteurs unitaires

i, = cosfi + sin )
g = —sin6i 4 cos 6
U, =k

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique




Systémes de coordonnées physiques

Un déplacement infinitésimal entre les points M et M’ est donné par :

S
MM’ = dI = dpi, + pdfiy + dzi,

Figure : déplacement infinitésimal dans le systéme de coordonnées cylindriques
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Systémes de coordonnées physiques

Les surfaces élémentaires sont :

dS, = pdfdz, dSy = dpdz, et dS; = pdpdf

Figure : Volume et surfaces élémentaires dans le systéme de coordonnées
cylindriques
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Systémes de coordonnées physiques

Le volume élémentaire est égal a :

dV = pdpdfdz

Coordonnées sphériques

Un point M dans |'espace est repéré par trois coordonnées :r, 0 et ¢
auxquelles on accorde trois vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux,
Uy, Ug et iy, respectivement, dirigés dans le sens de la variation des
coordonnées (appelée ligne de coordonnée), tels que :

0<r<o0, 0<0<nm et 0<p<2n

et

b Nip =Gy, Gp Ay =10p, et Gy Al =10
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Systémes de coordonnées physiques

Le vecteur position d'un point M s’écrit :

OM = ru,

rsine

x

Figure : Un point M repéré dans un systéme de coordonnées sphériques
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Systémes de coordonnées physiques

Contrairement au systéme de coordonnées cartésiennes, les vecteurs
unitaires dans les systémes de coordonnées cylindriques et sphériques ne
sont pas fixes; leurs directions changent selon la position du point
considéré

Un déplacement infinitésimal entre les points M et M’ est donné par :

—
MM’ = d7 = dri, + r iy + r sin 0d i,

Le volume élémentaire est égal a :

dV = r? sin0 drdfdp
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Systémes de coordonnées physiques

dS, = (r + Ar)? sin 6 40 dp

Figure : Volume et surfaces élémentaires dans un systéme de coordonnées
sphériques
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e coordo e siques
Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Les surfaces élémentaires sont :

dS, = r? sinfdody, dSg = rsinfdrdy, et dS, = rdrdf

On peut exprimer les coordonnées cartésiennes en fonction des
coordonnées sphériques comme suit :

X =r sinf cosy
y=rsinfsiny
Z=rCcosp

ainsi que les vecteurs unitaires
U, = sinf cos pi + sin §'sin ) + cos Ok

tip = cos 6 cos <p7+ cos f'sin @f— sin 0k
U, = —sin @I + cos ]
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Différentielle totale

Considérons une grandeur physique représentée par une fonction a trois
variables de I'espace (champ scalaire) 7(x, y, z). La variation de f
lorsqu’on fait un déplacement infinitésimal le long d’un vecteur

dl = dxi + dyj + dzk

est définie comme étant la somme des variations de f le long d'une
variable tout en considérant les deux autres variables comme constantes,
telle que :

of of of
df = adx + @dy + Edz

Ceci est la différentielle totale de la fonction f.

Mohamed Mebrouki Electrostatique et magnétostatique



Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

of of _ of

—, — et — sont les dérivées partielles de f par rapport 3 x, y et z,
Ox Oy 0z

respectivement.

Attention !
df est appelée différentielle totale exacte car la fonction f ne dépend que
des positions x, y et z (I'état actuel des choses) et non pas de ['historique
qui a mené a cette valeur de 7 en ces coordonnées. Mathématiquement,
cela a une conséquence sur les dérivées deuxiémes mixtes (croisées) de f
par rapport aux coordonnées x, y et z, a savoir :

Pf_PFPf_Pf_ PF 0
Oxdy  Oydx' 0x0z 0zOx dydz  0zdy
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Gradient d'une fonction

Remarquons que la différentielle totale df de f peut se mettre sous la

forme : oF Y of
df = ((‘)xl + @J + 8zk) - (dxi + dyj + dzk)

ou encore

ORI

Le "gradient” d'une fonction scalaire f (gradf) consiste a fabriquer un
vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles de f par rapport
aux coordonnées x, y et z, soit :

of - 0Of- Of >

—
gradf: &I—F@ +$k (VeCteUr)
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

On définit un opérateur V (lire nabla!) comme suit

tel que

V est un vecteur dont les composantes ne sont que des dérivées!!! J

df = Vf - dl = |Vf||dl|cosf

La variation de df est maximale lorsque cosf = 1, c’est & dire lorsque V£
et d/ sont colinéaires (dans le méme sens)

Le gradient Vf donne la direction de la variation maximale de f J
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Le gradient en coordonnées cylindriques :

of . 19f . Of

5, OF 1
\Y% 8pup+p89u

1 of |
rog " * rsin9%u¢

En faisant opérer I'opérateur vecteur V sur un vecteur A a3 travers un
produit scalaire, on trouve :

- o 0- 0- 05 - > - 0Ac  0A, OA
A= i+ k) (AP + Ay + Ak) = — 4 2
v <8xl+8y+8z> (Axi + Ayj + ) 8x+8y+82
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Divergence en coordonnées cartésiennes

On appelle V-A divergence du vecteur A

= (scalaire)

Divergence en coordonnées cylindriques :
10 104y O0A;

—

V- A=

p@p(p p)+p 00 * 0z

Divergence en coordonnées sphériques :

1 8(sin0A9)+ 1 0A,
rsin 6 00 rsinf Oy
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Attention ! !'!

Dans les systémes de coordonnées cylindriques et sphériques, la
divergence d’un vecteur A n'est plus un simple produit scalaire entre un
opérateur V et le vecteur ﬁ car les vecteurs unitaires dans ces deux
systémes de coordonnées changent de directions d'un point a un autre
dans I'espace, contrairement aux vecteurs unitaires dans le systéme de
coordonnées cartésiennes qui, eux, sont fixes !
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Rotationnel d'un vecteur

En faisant opérer I'opérateur vecteur V sur un vecteur A 3 travers un
produit vectoriel, on trouve :

- o - (05 0+ 05 > > =
ROtA_VAA:<8xI+8y +(,92k>/\(AXI+AyJ+Azk)
ce qui donne

i j ok

- o 9 0

VANA=| — — —

Ox 0Oy Oz

Ao A, A,
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Rotationnel en coordonnées cartésiennes

Le rotationnel de A s'écrit :

L o [(0A, 0A\ - (DA, 0AN\ - (DA, 0A -
- (5 -w) - (o) (B %)

Rotationnel en coordonnées cylindriques :

o = 10A 0A 0A 0A 1/70 0A
A= (2222 229 )\ g (=22 22 g 2 [ =Z(pA) — =2
VA (p oy ~ 02 ) g <8z o > oty <6p(” ¢) 3@)
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Rotationnel en coordonnées sphériques :

VA

- 1 d(sinbA,) 0Ag\ . 1/ 1 0A, 0O(rAy)) -
A= Y’ - _ P
rsin 6 ( 0 Op ) i (sin@ Op or -

r

Attention

Dans les systémes de coordonnées cylindriques et sphériques, le
rotationnel d’un vecteur A n’est plus un simple produit vectoriel entre un
opérateur V et le vecteur A, car les vecteurs unitaires dans ces deux
systémes de coordonnées changent de directions d'un point a un autre
dans |'espace, contrairement aux vecteurs unitaires dans le systéme de
coordonnées cartésiennes qui, eux, sont fixes!
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Laplacien

Par définition, le Laplacien d'une fonction f est la divergence du vecteur
gradient de cette méme fonction :

AF = div(gradf) = ¥ - (Vf) = V2f

Laplacien en coordonnées cartésiennes

Pf  0%*fF  O*fF
M=gatarton

Le Laplacien d'un vecteur est donné par :

= - - S
AA = AA+ DAy + AAk




Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Laplacien en coordonnées cylindriques

Af

2002 T oz

1a<1af> 1 9%F  O%fF

~ pdp \por

Laplacien en coordonnées sphériques

2
N:1a<2af>+ 1 a(sineaf>+ 1 o

2 or r or r2sin 0 90 00 r2sin29<97g02

Quelques relations utiles

O Le rotationnel d’un gradient est toujours nul : V A (VF) =0

@ La divergence d’un rotationnel est toujours nulle : V- (V A A) = 0
Q V(fg)=fVg+gVf

Q V. (FA)=FV- A+ (A-V)f

Q@ VA(VAA) =V(V-A) —AA
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Circulation d’un vecteur le long d'un ¢ ur

La circulation d'un vecteur A le long d'un chemin entre les points a et b

est définie comme suit : i
/ﬁdf
a

d/ est le vecteur d’un déplacement infinitésimal le long du contour
considéré.

C

Le travail d'une force F le long d’une trajectoire est donné par :

b
W_/ﬁdf
a
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Pour un contour fermé, on écrit

CE?{Z-dZ

Figure : La circulation le long d'un contour fermé C du vecteur A
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Opérateurs mathématiques et théorémes utiles

Cas particulier

Si le vecteur A dérive d’une fonction scalaire U (un gradient d'une
fonction U tel que A= VU) on aura :

b a
czjfz\’.dfz/ﬁu-dh/ﬁu-cﬁ
a b

Mais on sait que dU = VU-dl; ce qui donne :

a

b
C:%/K'dTZ/dU—F/dU:Ub—Ua+Ua_Ub:0!
a b

La circulation le long d'un contour fermé d’un vecteur gradient est
toujours nulle.
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Flux d’un vecteur a travers une surface

Le flux d'un vecteur A a travers une surface est défini comme suit :

¢://A-d§

dS est le vecteur normal a la surface infinitésimale appartenant a la
surface a travers laquelle le flux est mesuré.

Le débit d'une quantité de matiére m a travers une surface :

dm L =
dt—p//wds

ol V est la vitesse des particules de la matiére et p sa masse volumique.
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Pour une surface fermée, on écrit

()

Il
~e—,
>
Q_
wt

Figure : Surface fermée a travers laquelle passe un flux du vecteur A
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La convention consiste a prendre le vecteur de I'élément de surface dS
pointant vers |'extérieur du volume délimité par la surface.

Si le flux d'une grandeur vectorielle a travers une surface fermée est
positif (le flux sortant est supérieur au flux entrant), on dit qu’on a une
source (qui produit, par exemple, de la matiére!)

Si le flux d'une grandeur vectorielle a travers une surface fermée est
négatif (le flux sortant est inférieur au flux entrant), on dit qu’on a un
puits (qui “avale”, par exemple, de la matiére!)
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e de divergence (Green-O

On peut montrer que le flux du vecteur A a travers une surface fermée
infinitésimale est donné par :

ddo=A.dS=(V-A)dV

ou dV est le volume délimité par la surface ds.

ou encore

- = do
V-A=—
dv
La divergence d'un vecteur A en un point est nulle si le flux a travers une
surface fermée délimitant un volume infinitésimal centré sur ce méme

point est nul!
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En découpant un volume V en un ensemble de volumes infinitésimaux
adjacents, on voit bien que le flux d'une grandeur vectorielle A qui sort a
travers une surface d’un volume infinitésimal est considéré comme entrant
a travers la méme surface du volume infinitésimal voisin. De cette maniére
les flux a I'intérieur du volume total sont tous nuls; il ne reste que le flux
a travers la surface délimitant le volume total.

ny = -n,

Figure : Les flux a travers les surfaces internes s’entre-annulent
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Cela nous permet d’écrire :

¢_fz.d§_/// divA dv
Vv

ol V est le volume délimitant la surface fermée. Ceci est la forme
intégrale du théoréeme de divergence
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me de Stokes

On peut montrer que la circulation d'un vecteur A le long d'un contour
fermé infinitésimal est donné par :

dC=A-dl=(VAA)-dS
oll dS est le vecteur normal 4 la surface délimitée par le contour
infinitésimal dC. Ce qui donne encore
dC

ds

Le rotationnel d'un vecteur A en un point est nul si la circulation de A le
long du contour infinitésimal centré sur ce méme point est nul!
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Interprétation physique du rotationnel d’un vecteur

Comme son nom l'indique, le rotationnel d’un vecteur A en un point nous
renseigne sur la capacité du champ A a faire tourner autour d'un axe de
rotation un objet mis en ce point!

No circulation Nonzero circulation

Figure : Interprétation physique d'un rotationnel d’un vecteur A
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En découpant une surface S en un ensemble de surfaces infinitésimales
adjacentes, on voit bien que la circulation d’une grandeur vectorielle A le
long d’un coté d'une surface infinitésimale dans un sens est considérée
comme une circulation dans le sens opposé le long du méme coté de la
surface infinitésimale adjacente.

L

Figure : Les circulations internes s'entre-annulent entres elles.

BE
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De cette maniére les circulations a I'intérieur de la surface totale S sont
toutes nulles; il ne reste que la circulation le long du contour délimitant la
surface totale. Cela nous permet d’écrire :

C—j{Z\’-dT—//(ﬁAZ\’).ﬁ
S

ou S est la surface délimitant le contour fermé.
Ceci est la forme intégrale du théoréme de Stokes
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Notion d’angle solide

La notion d'angle solide est I'extension naturelle dans I'espace de |'angle
défini dans un plan

dl
db = -
ou dl est un arc infinitésimal rapporté a un cercle de rayon R. En balayant
le cercle ( et plus généralement le plan) a partir d'un point, on aurait fait
un angle de 27 rad.

dv
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De la m&me maniére, on définit I'angle solide élémentaire d2 délimité par
un céne coupant un élément de surface élémentaire dS située a une
distance R de son sommet O comme suit :

dS

indépendant de R et est mesuré en stéradian (str).

dS

dn

R

@]
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En balayant I'espace a partir d'un point, on aurait fait un angle solide égal
a:
. 47 R?

Q 2

= 47 str

Pour une surface quelconque (ne faisant pas partie d’'une surface d'une
sphére), on va imaginer un point d’observation O et un élément de
surface dS orienté dans une direction quelconque 7 telle que dS = dS .
A cet élément de surface on associe un angle solide relatif au point

d’'observation O :
dsS’

R?
dS’ est la projection de la surface élémentaire dS sur le plan dont la

normale est suivant le vecteur unitaire U, émanant de O, de telle sorte
que dS' = dS - i,.
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Figure : Une surface quelconque (réelle) dS’ en rouge et la surface apparente dS
(réguliere : appartenant a une sphére de rayon R) en noir
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dS-4, dSi-4, dS
dQ) = =2 = =2 :ﬁcosﬁ

ou 6 est I'angle entre les deux vecteurs unitaires 7 et u,.

On peut voir la surface dS comme la surface apparente de dS’ & un
observateur en O. C'est le cas quand vous masquez |'image de la lune par
la toute petite doigt de votre main!!! En fait, c’est la surface apparente

(a vous) de la lune que vous venez de masquer et non pas la surface réelle
de la lune!
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