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l. Les Coordonnées Sphériques

Les coordonnées sphériques (7,6, ¢) d’un point P sont définies
dans la figure ci-contre; r est la distance de l'origine au point P (la
norme du vecteur position), 6 ('angle formé avec ’axe des z) appelé
l’angle polaire ou colatitude, et ¢ (I’angle formé avec I’axe des z
dans le plan Ozy) est l’azimut. Leurs relations aux coordonnées
cartésiennes (z, vy, z) se déduisent de la figure :

z = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z =rcosf.

Notons que r variede 0 2 00, § de 0 a m et ¢ de 0 a 2.

Il existe, également, trois vecteurs unitaires 4,, iy et 44, pointant dans les directions croissantes
des coordonnées correspondantes. Ils constituent une base orthonormale (vecteurs de normes 1 et

mutuellement perpendiculaires, tout comme (z, 7, k)), et tout vecteur Z peut étre exprimé sous la

forme usuelle :
A = Aty + Agtig + Apily. 2)

A, Ay et Ay sont les composantes radiale, azimutale et polaire de Z En fonction des vecteurs
unitaires cartésiens, on écrit :

G, = sinfcos p7 + sinfsing j+ cos O k,
g = cosfcos p% + cosfsing j— sinf k, (3)
—sin¢gi+cosg].

IS
<
I

Finalement, on écrit tout déplacement infinitésimal général :
dl = dra, + rdf e + rsin 0de . (4)
Ceci est ’équivalent de Ef =dzi+dyj+ dzk en coordonnées cartésiennes.

Un élément de volume infinitesimal d7, en coordonnées sphériques n’est autre que le produit
des déplacements infinitesimaux :

dr = dl,dlsdly = r*sin 6 dr d6 dg. (5)

Remarque : N
Notons qu'’il n’est pas possible de donner une expression générale pour les éléments de surface ds,
ceci dépend de 'orientation de la surface!
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Il. Les Coordonnées Cylindriques

Les coordonnées cylindriques (p, ¢,z) d'un point P

sont définies dans la figure ci-contre. Notons que ¢ a N

la méme signification qu’en coordonnées sphériques et z \\\

est identique en cartésienne; par contre p est la distance SOl Plo,ohe)
séparant P de 'axe des z. La relation aux coordonnées r !
cartésiennes est : N :

T = pcos ¢, y = psin ¢, z=2z. (6)

Les vecteurs unitaires sont

U, = cos ¢ %+ sin ¢,
—sin¢gi+ cosg], (7

~

U, = k.

IS
<
I

Un déplacement élémentaire général s’écrit :
dl = dpa, + pdpiy +dzk, (8)
et le volume élémentaire est
dr = pdpd¢dz. (9)

Le domaine de variation de p est de 0 a co, ¢ varie de 0 a 27 et z de —o0 a oo.

Il. Eléments d’Analyse Vectorielle
I11.1 Gradient

Supposons que nous avons une fonction de trois variables, par exemple la température T'(z, y, z)
dans un amphithéatre. Une simple dérivée nous renseigne sur la vitesse de variation d'une fonc-
tion correspondant a un déplacement élémentaire dz. Dans le cas général, la situation est plus
compliquée, cela dépend de la direction dans laquelle nous nous déplagons : en nous élevant, la
température va probablement augmenter, mais si nous nous changeons de position horizontale-
ment, elle pourrait ne pas changer du tout. En fait, a la question ”Quel est le taux de variation de
T 7", existe une infinité de réponses, a chaque direction une réponse. Heureusement pour nous, un
théoréme sur les dérivées partielles stipule que

aT aT aT
dT = d dy d 10
(5) oo+ (&) o+ (52) o= ()
Ceci nous renseigne comment varira 7' si nous altérons toutes les trois variables de quantités infi-
nitesimales dz, dy et dz. L’équation (10) nous rappelle un produit vectoriel :

dT = <$i+]+ zk) (dzi+ dyj+ dz k) (11)
= (?T) : (Ef), (12)

ol
oT oT oT -
T=—74+— —k 1
v 55° " 3,0 5 (13)

est le gradient de T'. Le gradient a 'apparence d’un vecteur ? que multiplie un scalaire T :

VT = <z + 954 ak) (14)

6 0
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Le terme entre parenthése est appelée del (ou bien encore nabla) et est un opérateur vectoriel qui
agit sur T, non pas un vecteur que multiplie T'.

Le gradient est une quantité vectorielle pointant dans la direction de la croissance maximale de
la fonction T'. De plus, |V T| nous donne le taux de variation le long de cette direction maximale.
Imaginer que vous étes a flanc de colline. Regarder autour de vous et trouver la montée la plus
raide. Elle correspond a la direction du gradient. Maintenant mesuer la pente dans cette direction
(la dénivelée) ; elle correspond a la norme du gradient.

Quelle est la signification d'un gradient qui s’annule ? Si ?T = 0 au point (z,y, 2), alors dT = 0
pour de petits déplacements autour de ce point. Cette situation correspond a un point stationnaire
de la fonction T'(z,y, z). Ceci pourrait étre un mazimum (un sommet), un minimum (une vallée)
ou un point selle (un col). Cette situation est analogue aux fonctions a une variable pour lesquelles
une dérivée nulle signale un minimum, un maximum ou bien un point d’inflexion.

Un vecteur Z peut étre multiplié de différentes manieres :
1. Multiplié par un scalaire a : aX ;
2. Multiplié par un autre vecteur B, via le produit scalaire : Z . B ;
3. Multiplié par un autre vecteur via le produit vectoriel : 7 X E)
De la méme maniére, I'opérateur ? peut agir de trois fagons :
1. Sur une fonction scalaire T : VT (le gradient);
2. Sur une fonction vectorielle 7, via le produit scalaire : ? s (la diwvergence);

3. Sur une fonction vectorielle ¥, via le produit vectoriel : ? x U (le rotationnel).

111.2 Divergence

A partir de la définition de ?, nous construisons la divergence :

6. 0. 0. . n ~
?~7:(awz+ay]+azk)‘(Uzl+vy]+vzk) (15)
sz B’Uy avz
= —_— . 1
Oz Oy 0z (16)

11 est clair que la divergence d’une fonction vectorielle est un scalaire. En quelque sorte, d'un point
de vue spatial, elle mesure localement le flux sortant de ce champ vectoriel. A noter que 7 est une
fonction, c’est-a-dire, elle associe a chaque point de I'espace un vecteur différent.

111.3 Rotationnel

A partir de la définition de ?, nous construisons le rotationnel :

~

i ik
V x 7 =|8/6x 8/8y 8]0z (17)
Uy Uy v,
. [Ou,  Ouy [ Ovy, Ou, ~ (Ovy  Ovg
_Z(By_8z>+]<6z_6$)+k(8$_6y)' (18)

Le rotationnel est un vecteur, pour faire simple, disons qu’il mesure le taux d’enroulement d’un
vecteur autour d’un point donné.

page 3 de 4



PHYSIQUE Il (Série TD N°01) EPST Tlemcen

Exercice 01

1. Exprimer les coordonnées sphériques 7, 8 et ¢ en fonction de z, y et 2.

2. Retrouver les relations (3). Vérifier vos réponses de différentes maniéres
Uty =1, Gglly =0, Gy X g =y, . ..

3. Calculer la surface d'une spheére de rayon R.

4. Calculer son volume de deux manieres différentes.

Exercice 02
1. Retrouver les relations (7). Inverser vos formules pour déduire 7, 7 et k en fonction de Uy, g,
k (et ¢, éventuellement).

2. Calculer toutes les dérivés des vecteurs unitaires 4,, 4y et k par rapport a p, ¢ et z.

Exercice 03
Calculer le volume d’un cylindre centré a mis-hauteur sur l’origine (0, 0,0) ; son rayon a la base
est R et sa hauteur H.

Exercice 04

Calculer le gradient de r = /22 + y2 + 22.

Exercice 05
e 4 p . . . .
Soit £ le vecteur de séparation entre un point fixe (z',v’,2’) et un point (z,y, z), et soit £ sa

longueur. Monter que
L. ?(ﬂ) —27.
2. V(1/8) = —8/.
3. Donner la formule générale pour ?(é")

Exercice 06
Calculer les divergences et les rotationnels des fonctions vectorielles suivantes :

1. v =221+ 32225 — 222 k.

2. v ::cyi+2yzj+3zml?:.

3. v =v?i+ (2zy + 22) j+ 2yz k.
Exercice 07

1. St X et ? sont deux fonctions vectorielles, donner ’expression (Z ‘ ?)?

2. Calculer (7 - ?)f, ol 7 est le vecteur unitaire de la direction portée par le vecteur
T =zi+ yj+z k.

3. Pour les fonctions 175 et 'u_z,> de D’exercice précédent, calculer (17,1> - ?)v_;,>

Exercice 08
Trouver ou bien fabriquer des fonctions vectorielles dont la divergence et le rotationnel sont nuls

partout.

Exercice 09
Vérifier les identités suivantes :

o*T &°T 8°T :
1. V. (?T) = 527 + 7l + 527 AT (le laplacien).

2. ¥ x (VT) =0.
3.V (Vx7)=0.
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