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I. Les Coordonnées Sphériques
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Les coordonn�ees sph�eriques (r; �; �) d'un point P sont d�e�nies

dans la �gure ci-contre ; r est la distance de l'origine au point P (la

norme du vecteur position), � (l'angle form�e avec l'axe des z) appel�e

l'angle polaire ou colatitude, et � (l'angle form�e avec l'axe des x

dans le plan Oxy) est l'azimut. Leurs relations aux coordonn�ees

cart�esiennes (x; y; z) se d�eduisent de la �gure :

x = r sin � cos�; y = r sin � sin�; z = r cos �: (1)

Notons que r varie de 0 �a 1, � de 0 �a � et � de 0 �a 2�.

Il existe, �egalement, trois vecteurs unitaires ûr, û� et û�, pointant dans les directions croissantes

des coordonn�ees correspondantes. Ils constituent une base orthonormale (vecteurs de normes 1 et

mutuellement perpendiculaires, tout comme ({̂; |̂; k̂)), et tout vecteur
�!
A peut être exprim�e sous la

forme usuelle :
�!
A = Arûr + A�û� + A�û�: (2)

Ar, A� et A� sont les composantes radiale, azimutale et polaire de
�!
A . En fonction des vecteurs

unitaires cart�esiens, on �ecrit :

ûr = sin � cos� {̂+ sin � sin� |̂+ cos � k̂;

û� = cos � cos� {̂+ cos � sin� |̂� sin � k̂;

û� = � sin� {̂+ cos� |̂:

9>=
>; (3)

Finalement, on �ecrit tout d�eplacement in�nit�esimal g�en�eral :

�!
dl = dr ûr + rd� û� + r sin �d� û�: (4)

Ceci est l'�equivalent de
�!
dl = dx {̂+ dy |̂+ dz k̂ en coordonn�ees cart�esiennes.

Un �el�ement de volume in�nitesimal d� , en coordonn�ees sph�eriques n'est autre que le produit

des d�eplacements in�nitesimaux :

d� = dlrdl�dl� = r2 sin � dr d� d�: (5)

Remarque :

Notons qu'il n'est pas possible de donner une expression g�en�erale pour les �el�ements de surface
�!
ds,

ceci d�epend de l'orientation de la surface !
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II. Les Coordonnées Cylindriques
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Les coordonn�ees cylindriques (�; �; z) d'un point P

sont d�e�nies dans la �gure ci-contre. Notons que � a

la même signi�cation qu'en coordonn�ees sph�eriques et z

est identique en cart�esienne ; par contre � est la distance

s�eparant P de l'axe des z. La relation aux coordonn�ees

cart�esiennes est :

x = � cos�; y = � sin�; z = z: (6)

Les vecteurs unitaires sont
û� = cos� {̂+ sin�;

û� = � sin� {̂+ cos� |̂;

ûz = k̂:

9>=
>; (7)

Un d�eplacement �el�ementaire g�en�eral s'�ecrit :

�!
dl = d� û� + � d� û� + dz k̂; (8)

et le volume �el�ementaire est

d� = � d� d� dz: (9)

Le domaine de variation de � est de 0 �a 1, � varie de 0 �a 2� et z de �1 �a 1.

III. Éléments d’Analyse Vectorielle

III.1 Gradient

Supposons que nous avons une fonction de trois variables, par exemple la temp�erature T (x; y; z)

dans un amphith�eâtre. Une simple d�eriv�ee nous renseigne sur la vitesse de variation d'une fonc-

tion correspondant �a un d�eplacement �el�ementaire dx. Dans le cas g�en�eral, la situation est plus

compliqu�ee, cela d�epend de la direction dans laquelle nous nous d�epla�cons : en nous �elevant, la

temp�erature va probablement augmenter, mais si nous nous changeons de position horizontale-

ment, elle pourrait ne pas changer du tout. En fait, �a la question "Quel est le taux de variation de

T ?", existe une in�nit�e de r�eponses, �a chaque direction une r�eponse. Heureusement pour nous, un

th�eor�eme sur les d�eriv�ees partielles stipule que

dT =

�
@T

@x

�
dx+

�
@T

@y

�
dy +

�
@T

@z

�
dz: (10)

Ceci nous renseigne comment varira T si nous alt�erons toutes les trois variables de quantit�es in�-

nitesimales dx, dy et dz. L'�equation (10) nous rappelle un produit vectoriel :

dT =

�
@T

@x
{̂+

@T

@y
|̂+

@T

@z
k̂

�
� (dx {̂+ dy |̂+ dz k̂) (11)

=
��!
rT

�
�
��!
dl
�
; (12)

o�u
�!
rT =

@T

@x
{̂+

@T

@y
|̂+

@T

@z
k̂ (13)

est le gradient de T . Le gradient a l'apparence d'un vecteur
�!
r que multiplie un scalaire T :

�!
rT =

�
@

@x
{̂+

@

@y
|̂+

@

@z
k̂

�
T: (14)
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Le terme entre parenth�ese est appel�ee del (ou bien encore nabla) et est un op�erateur vectoriel qui

agit sur T , non pas un vecteur que multiplie T .

Le gradient est une quantit�e vectorielle pointant dans la direction de la croissance maximale de

la fonction T . De plus, j
�!
rT j nous donne le taux de variation le long de cette direction maximale.

Imaginer que vous êtes �a anc de colline. Regarder autour de vous et trouver la mont�ee la plus

raide. Elle correspond �a la direction du gradient. Maintenant mesuer la pente dans cette direction

(la d�enivel�ee) ; elle correspond �a la norme du gradient.

Quelle est la signi�cation d'un gradient qui s'annule ? Si
�!
rT = 0 au point (x; y; z), alors dT = 0

pour de petits d�eplacements autour de ce point. Cette situation correspond �a un point stationnaire

de la fonction T (x; y; z). Ceci pourrait être un maximum (un sommet), un minimum (une vall�ee)

ou un point selle (un col). Cette situation est analogue aux fonctions �a une variable pour lesquelles

une d�eriv�ee nulle signale un minimum, un maximum ou bien un point d'inexion.

Un vecteur
�!
A peut être multipli�e de di��erentes mani�eres :

1. Multipli�e par un scalaire a : a
�!
A ;

2. Multipli�e par un autre vecteur
�!
B , via le produit scalaire :

�!
A �

�!
B ;

3. Multipli�e par un autre vecteur via le produit vectoriel :
�!
A �

�!
B .

De la même mani�ere, l'op�erateur
�!
r peut agir de trois fa�cons :

1. Sur une fonction scalaire T :
�!
rT (le gradient) ;

2. Sur une fonction vectorielle �!v , via le produit scalaire :
�!
r ��!v (la divergence) ;

3. Sur une fonction vectorielle �!v , via le produit vectoriel :
�!
r ��!v (le rotationnel).

III.2 Divergence

�A partir de la d�e�nition de
�!
r , nous construisons la divergence :

�!
r ��!v =

�
@

@x
{̂+

@

@y
|̂+

@

@z
k̂

�
� (vx {̂+ vy |̂+ vz k̂) (15)

=
@vx
@x

+
@vy
@y

+
@vz
@z

: (16)

Il est clair que la divergence d'une fonction vectorielle est un scalaire. En quelque sorte, d'un point

de vue spatial, elle mesure localement le ux sortant de ce champ vectoriel. �A noter que �!v est une

fonction, c'est-�a-dire, elle associe �a chaque point de l'espace un vecteur di��erent.

III.3 Rotationnel

�A partir de la d�e�nition de
�!
r , nous construisons le rotationnel :

�!
r ��!v =

������
{̂ |̂ k̂

@=@x @=@y @=@z

vx vy vz

������ (17)

= {̂

�
@vz
@y

�
@vy
@z

�
+ |̂

�
@vx
@z

�
@vz
@x

�
+ k̂

�
@vy
@x

�
@vx
@y

�
: (18)

Le rotationnel est un vecteur, pour faire simple, disons qu'il mesure le taux d'enroulement d'un

vecteur autour d'un point donn�e.
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Exercice 01

1. Exprimer les coordonn�ees sph�eriques r, � et � en fonction de x, y et z.

2. Retrouver les relations (3). V�eri�er vos r�eponses de di��erentes mani�eres :

ûr:ûr
?
= 1, û�:û�

?
= 0, ûr � û�

?
= û�, . . .

3. Calculer la surface d'une sph�ere de rayon R.

4. Calculer son volume de deux mani�eres di��erentes.

Exercice 02

1. Retrouver les relations (7). Inverser vos formules pour d�eduire {̂, |̂ et k̂ en fonction de û�, û�,

k̂ (et �, �eventuellement).

2. Calculer toutes les d�eriv�es des vecteurs unitaires û�, û� et k̂ par rapport �a �, � et z.

Exercice 03

Calculer le volume d'un cylindre centr�e �a mis-hauteur sur l'origine (0; 0; 0) ; son rayon �a la base

est R et sa hauteur H.

Exercice 04

Calculer le gradient de r =
p
x2 + y2 + z2.

Exercice 05

Soit
�!
` le vecteur de s�eparation entre un point �xe (x0; y0; z0) et un point (x; y; z), et soit ` sa

longueur. Monter que

1.
�!
r(`2) = 2

�!
` .

2.
�!
r(1=`) = �^̀=`2.

3. Donner la formule g�en�erale pour
�!
r(`n).

Exercice 06

Calculer les divergences et les rotationnels des fonctions vectorielles suivantes :

1. �!va = x2 {̂+ 3xz2 |̂� 2xz k̂.

2. �!vb = xy {̂+ 2yz |̂+ 3zx k̂.

3. �!vc = y2 {̂+ (2xy + z2) |̂+ 2yz k̂.

Exercice 07

1. Si
�!
A et

�!
B sont deux fonctions vectorielles, donner l'expression (

�!
A �

�!
r)
�!
B .

2. Calculer (r̂ �
�!
r)r̂, o�u r̂ est le vecteur unitaire de la direction port�ee par le vecteur

�!r = x {̂+ y |̂+ z k̂.

3. Pour les fonctions �!va et �!vb de l'exercice pr�ec�edent, calculer (�!va �
�!
r)�!vb .

Exercice 08

Trouver ou bien fabriquer des fonctions vectorielles dont la divergence et le rotationnel sont nuls

partout.

Exercice 09

V�eri�er les identit�es suivantes :

1.
�!
r � (

�!
rT ) =

@2T

@x2
+

@2T

@y2
+

@2T

@z2
= �T (le laplacien).

2.
�!
r � (

�!
rT ) = 0:

3.
�!
r � (

�!
r ��!v ) = 0:
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